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CARITULO 1. INTRODUCCION 3

A pesar de los trabajos de estos autores v aunque no es facil sefialar un momento
concreto para el nacimiento de la estadistica como ciencia, puede decirse que como tal
disciplina inicia su camino en el siglo XX. La etapa de interaccidn progresiva entre
analisis estadistico descriptivo v calculo de probabilidades para conformar la estadisti-
ca matematica, se consolida con los trabajos de Fisher de la década de los 20, ¢en los
que aparece formulada por primera vez una teoria general de la inferencia estadistica
paramétrica de base frecuencial. Fisher introdujo el paradigma de la verosimilitud a
partir del cual efectud interesantes aportaciones a la teoria de la estimacion v ¢l con-
(raste de hipotesis. Nevman y Egon Pearson, a finales de 1a misma década, suministra-
ron una teoria sistematica de contrasie de hipolesis que lerminaba de confligurar las
lincas basicas de la inferencia clasica como conjunto organizado de métodos. Por su
parte. la inferencia bavesiana, representada. entre otros, por de Finetti v Savage. aparece
como aproximacion moderna a partir de finales de los afios 40 ¢ impulsa nuevos enfo-
ques. Las ideas de Fisher, Neyman v Pearson, asi como ¢l redescubrimiento de los
principios bayvesianos. fueron la base de la teoria de la decision, cuvo origen puede
ubicarse en el trabajo de Wald en 1930,

A partir de mediados del siglo X, debe destacarse el papel de la teoria de la infor-
macion, que ha conducido al desarrollo de los ordenadores. En el terreno de la estadis-
tica, la revolucion informatica ha otorgado la posibilidad de manejar gran cantidad de
informacion, lo que ha impulsado la aparicion de diferentes procedimientos para el
analisis de datos, cuva filosofia se basa en la busqueda de patrones coherentes en los
propios datos como fuente activa de informacion v no como base pasiva para contras-
tar hipotesis sugeridas por el investigador. Y aunque la propia ausencia de perspecliva
historica dificulta la descripeion adecuada del avance cientifico de la estadistica en las
ultimas décadas. es mnegable que dos de los campos mas potenciados por el progreso
informatico han sido los dedicados a los procesos estocasticos —con el desarrollo
del moderno andlisis de series temporales— v la denominada inteligencia artificial
—cuyas técnicas pueden resultar utiles en el ambito de las ciencias sociales. especial-
mente para predecir comportamientos evolutivos—.

1.2 UNA APROXIMACION CONCEPTUAL. LAS FASES DEL PROCESO
ESTADISTICO

51 se entiende por estadistica un conjunlo de metodos para tralar la informacidn, sera
conveniente precisar qué se estudia v como se estudia. es decir, habra que inlentar
aproximarse a su objeto material v su objeto formal. Dos de los elementos que caracte-
rizan a la estadistica son: [) informacion acerca de un colectivo o universo. lo que
constituve su objelo material; 2) un modo propio de razonamiento, el metodo estadis-
lico, lo que constituye su objeto formal. Para entender la naturaleza de estos elementos
es preciso introductr algunas nociones previas.

Los fenomenos que son objeto material de la estadistica pueden clasificarse en causa-
les o deterministas v aleatorios o estocasticos. En el primer caso. la observacion propor-
ciona una informacion cierta sobre el fendmeno estudiado. mientras que en el segundo
existe un elemento de incertidumbre sobre las caracteristicas reales del fenomeno bajo
estudio a partir de las observaciones disponibles. Esta clasificacion puede emplearse
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para seflalar que. en el ¢jercicio del analisis estadistico. cabe distinguir dos situacio-
nes. Una, en la que se dispone de toda la informacion sobre el fenomeno o poblacion
bajo estudio. en cuvo caso. el objetivo puede ser extraer caracteristicas de esa infor-
macion que permitan obtener un conocimiento mas facilmente asimilable que ¢l den-
vado del mero registro de observaciones (analisis descriptivo). Otra. en la que la in-
formacion disponible se limita a la observacion de una muestra de la poblacion, v
enlonces. la finalidad de los métodos estadisticos puede consistir en exiraer de esa
informacion parcial, un conocimiento incierto sobre ¢l conjunto de la poblacion, pero
con un grado de incertidumbre medido con ayvuda de la teoria de la probabilidad (ana-
lisis inferencial). Cuando los fenomenos aleatorios que son objeto de tratamienio esta-
distico. dependen no solo del azar. sino de posiciones o estrategias humanas, pucden
incluirse como objeto material de la teoria estadistica de la decision, que constituye
una herramienta formal disefada para satisfacer una aspiracion que fue el origen histo-
rico del interés por la recopilacion de datos: la obtencion de informacion para orientar
la toma de decisiones. En resumen. el objetivo de la estadistica es describir, inferir y
decidir. Y. dada la generalidad de su objelo malerial, puede considerarse sobre todo un
meétodo. lo que explica su caracter instrumental al servicio de las demads disciplinas.

La estadistica descriptiva no pretende explicar, sino al contrario, separar lo esen-
cial. resumir v medir con los medios apropiados un fenomeno colectivo que escapa
por su exiension. diversidad e inconstancia a la comprension directa e individual.
Aunque a veces el fin de una investigacion estadistica es la mera deseripeion de los
hechos. generalmente se trata solo de la primera fase. el trabajo preliminar para la
inferencia.

Por supuesto, el salto hacia la inferencia requiere necesariamente el paso por el cal-
culo de probabilidades. que supone un enfoque diferente al propio de la estadistica
descriptiva. en la medida en que sustituye el tratamiento de unas determinadas obser-
vaciones por la formulacion de un modelo sobre los resultados posibles de un experi-
mento aleatorio que permite evaluar las posibilidades de ocurrencia de éstos antes de
observarlos. Ahora bien. el concepto de probabilidad no es unico v. de hecho. por lo
general, se distinguen cuatro tipos de probabilidad: clasica, planteada por Laplace:
frecuencial, definida por von Mises: logica, sostenida, entre otros, por Keynes; v sub-
jetiva, defendida por autores como de Finetti. Ramsey o Savage. Ninguna de estas
concepeiones es plenamente satisfacloria ni es adecuada para todos los propositos.
Pero cualquiera de ellas es compatible con los axiomas que se precisan para construir
el modelo matematico que permite tratar situaciones que encierran incertidumbre v,
por ello, hace posible el salto hacia la inferencia estadistica. El objetivo inferencial es
el siguiente. A partir de los resultados obtenidos del analisis de una muestra de la po-
blacion v utilizando como instrumento el calculo de probabilidades, la inferencia esta-
distica se encarga de generalizar eslas leyes. es decir. infiere o estima las leyes genera-
les del comportamiento de la poblacion.

Las caracteristicas poblacionales que interesa estudiar suelen formularse en términos
de determinados parametros —que se desea estimar o sobre los cuales se desea coniras-
tar alguna hipotesis—, asumiendo como supuesto nicial que la variable que recoge la
magnitud en cuestion sigue una determinada distribucion conocida (métodos parametri-
cos). o bien, se trata de examinar caracteristicas muy generales de la distribucion de
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dicha varnable sin establecer ningun supuesto sobre la distribucion de la misma (méto-
dos no paramétricos).

Por otro lado. en funcion de la informacion considerada relevante. pueden distin-
guirse tres aproximaciones basicas: la inferencia clasica, que solo admite la informa-
c1on muesiral como base para ¢l analisis. la inferencia bavesiana, cuyos representantes
apuestan por la interaccion entre informacion inicial probabilistica de naturaleza sub-
jetiva e informacion muestral. v la teoria de la decision, que incorpora como informa-
cion adictonal la valoracion que se hace de cada uno de los posibles resultados asocia-
dos a la toma de decisiones sobre aquellos aspectos en torno a los que se efectua el
analisis estadistico.

En la inferencia clasica el objetivo es formular inferencias inductivas que reduzcan
la incertidumbre sobre algun parametro a través de dos procedimientos basicos: la
estimacion v el contraste de hipotesis. Por su parte. en el enfoque bayvesiano, la solu-
cion al problema inferencial consiste en proporcionar una distribucion de probabilidad
sobre el parametro en cuestion. Mientras que en la teoria de la decision se formula
explicitamente un problema de eleccion entre diferentes cursos de accion en [uncion
de sus consecuencias, que dependen del estado de la naturaleza desconocido en el que
se desarrolla dicha accion. El problema de decision estadistica consiste, entonces. en
obtener una regla que permita elegir la accion optima de acuerdo con algun criterio.

Ninguno de estos planteamientos esta libre de critica v quizas lo mas acertado es
concluir que la relevancia de uno u otro depende de las circunstancias particulares v la
disponibilidad de distintos tipos de informacion. Pero. en cualquier caso, deberia bus-
carse la reconciliacion de las diferentes aproximaciones mostrandolas como distintas
facetas de un objetivo comun: el tratamiento de unas observaciones de acuerdo con
una logica v método propios: la metodologia estadistica. En este texto. los temas co-
rrespondientes a la inferencia estadistica se abordaran desde la perspectiva clasica.

1.3 ESTADISTICA Y CIENCIAS SOCIALES

La estadistica es actualmente una disciplina independiente de gran importancia. pero.
dada la gencralidad de su objeto material, puede considerarse sobre todo un método,
va que su objeto formal induce una metodologia cientifica que puede ser utilizada por
la totalidad de las ciencias empiricas, incorporandose como una parte mas del objeto
formal de éstas cuando los eclementos o entes estudiados por clla scan de naturaleza
incierta o aleatona. Cualquiera que sea el onigen de los datos que maneja, la estadistica
utiliza los mismos métodos v conceptos, lo que explica su caracter instrumental al
servicio de las demas disciplinas. De ahi que la estadistica hava recibido la denomina-
cion de tecnologia del método cientifico o, de modo mas ilustrativo. se haya dicho que
la estadistica es la «ancilla scientiarums_ o esclava de las ciencias. Esta interpretacion,
que cuenta va con una larga tradicion, se ha mostrado especialmente cierta en el am-
plio campo de las ciencias sociales.

El papel actual de la estadistica en la metodologia cientifica ha sido posible gracias
al cambio de direccion en la interpretacion de las conclusiones inferidas por el razo-
namicnto inductivo cstadistico acaccido a principios del siglo XX, cuando se asume
que este razonamiento puede hacerse preciso cuantificando la incertidumbre implicada
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en las conclusiones inductivas; sin que. en ningun caso. deba interpretarse que csa
pretendida precision llegue mas alla de lo que permite la naturaleza incierta de la in-
ducecion.

La teoria matematica de la probabihidad. en cuanto a disciplina matematica, no ¢s
susceptible de contrastacion empirica: sus conclusiones tedricas. como las de todo
sistema deductivo. son formalmente validas siempre que estén logicamente deducidas
de los axiomas. Lo mismo puede decirse de la estadistica cuando se identifique con
csquemas probabilisticos deductivos: ahora bien, como ciencia inductiva, sus conclu-
stones no evitan de un modo tajante las dudas que se ciernen sobre la validez de la
induccion v la contrastacion empirica del conocimiento tedrico elaborado. Y aunque la
inferencia puede. de algun modo. ser todavia interpretada como un argumento de apoyo
a la induccion, las conclusiones estadisticas no son por completo objetivas v exentas de
critica, sino que al contrario los elementos subjetivos v los diferentes enfoques meto-
dologicos son enriquecedores.

Los métodos estadisticos han sido de gran valor en las ciencias sociales. dado que
en situaciones caraclerizadas por la presencia de un rango de variacion en las observa-
ciones a menudo notable v un numero de observaciones frecuentemente limitado, solo
el analisis estadistico puede dar una estimacion cuantitativa de la relevancia de los
descubrimientos. Dada la complejidad propia de las ciencias sociales. éstas requieren
algo mas que simple deduccion logica v necesitan tratar adecuadamente una masa de
informacion dificil de interpretar o explotar en el grado en que se precisa sin el recurso
a melodos estadisticos.

Ahora bien. no toda la informacion sobre una realidad social se presta a un analisis
estadistico. De hecho. no seria bueno que los cientificos sociales renunciasen a apro-
vechar aquella informacion que no es reducible a tablas estadisticas. Precisamente la
complejidad del objeto de estudio de los cientificos sociales v la relativa escasez de
informacidn cuantificable que a veces presentan sus [uentes son razonegs que se invo-
can para discutir el interés que. para el estudio del comportamiento social. puedan
presentar los métodos estadisticos. v para preferir un analisis no formal. Lo cierto es
que, mientras que el analisis matematico es la gimnasia de la logica deductiva, las
ciencias sociales deben superar en multiples ocasiones el rigido marco que impone
dicha logica. hasta el punto que resulta necesario sustituir el razonamiento deductivo
puro por el establecimiento de criterios razonables desde el punto de vista del sentido
comun. Pero de aqui no debe deducirse que se esta predicando el desamparo metodo-
l16gico. sino que. por ¢l contrario, se hace imprescindible la avuda que herramientas
como la estadistica pueden dispensar como base para lales crilerios, especialmente st
se considera el elemento aleatorio. Cada vez es mads necesario para el estudiante y
estudioso de las ciencias sociales poseer unos conocimientos basicos v rigurosos sobre
el contenido v alcance de la estadistica. que le permitan comprender v evaluar apro-
piadamente esa realidad social que se presenta abrumadoramente cuantificada.

Desde una perspectiva racionalista, la ciencia se construve utilizando el método
deductivo-matemaltico, en el que la realidad esta esquematizada en modelos abstraclos
v la experimentacion conceptual permite llegar a nuevas conclusiones, Pero las cien-
cias sociales se basan en la observacion de fenomenos que estan sometidos a las leyes
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del azar, lo que exige acudir a modelos estocasticos y, por tanto. mas que deducciones
logicas, se precisan leves estadisticas.

Las ciencias sociales no disponen de laboralorios con condiciones controladas que
permitan describir las leves que guian el comportamiento de los individuos en todas
sus vertientes. Por ello. la experimentacion conceptual es de gran importancia en los
modelos de comportamiento social donde no resulta lacil experimentar con hombres o
instituciones. Pero también es necesario acudir a la observacion, en la que inevitable-
mente participa ¢l azar, En este sentido. la estadistica proporciona un método que re-
emplaza el aislamiento de laboratorios. imposible de realizar en el campo de los feno-
menos sociales. v avuda a decidir sobre una base cientilica: la de la teoria de la
probabilidad. El conocimiento sobre los comportamientos sociales tiene que basarse
en la recogida continua de informacion, la propuesta de hipdtesis de comportamiento a
partir de lo observado v el contraste estadistico de dichas hipotesis. va que uno de los
rasgos mas caracteristicos de la sociedad es su caracter mutante.

Ademas, las ciencias soclales son frecuentemente acusadas de ser ciencias inexac-
las ¢ incompletas a la hora de predecir comporlamientos individuales, debido a la mul-
tiplicidad de factores que influven en ellos. Generalmente, sin embargo. el comporta-
miento agregado de una poblacion, resultante de la interaccion entre diversos agentes, no
es tan impredecible como los comportamientos individuales. La estadistica proporciona
una adecuada explicacion a esta paradoja. En ello radica una de las principales utilidades
de esta disciplina como herramienta para ¢l anahsis de los fendomenos sociales.

Y. por supuesio, ademas de su contribucion al examen de la validez del conoci-
miento. la metodologia estadistica juega también un destacado papel en la construc-
cion de los hechos que sustentan dicho conocimiento. La informacion estadistica no
solo resulta necesaria para reflejar la realidad. sino que incluso es un instrumento para
crearla. De hecho. existen egjemplos que muestran las interacciones entre la medida
estadistica v los procedimientos institucionales establecidos para identificar v codifi-
car los objetos. Las herramientas estadisticas pueden ser conectadas a diferentes reto-
ricas con ¢l apovo de varias construcciones intelectuales, sociales o politicas. Por lanto,
no hay una forma simple de hacer que los numeros hablen v de usarlos como una base
para el argumento. De modo que ciertos datos estadisticos como la inflacion, el des-
empleo, el deficit publico se convierten en fetiches aceptados como dogmas de fe que
justiflican las decisiones politicas. Y no es extrafio que cifras basicas para entender la
situacion social de un pais. sean utilizadas para exhibir logros politicos. aunque sea
necesario acudir a un manejo poco riguroso de la mformacion estadistica.

Téngase en cuenta que la estadistica permite la conexion entre conocimiento y po-
der. v que las decisiones dependen en muchos casos de la descripeion estadistica. Por
ejemplo, la inflacion no es un mero registro mental de subidas de precios. sino que su
valor conlleva esencialmente repartos de rentas v salarios y. por lanto, se convierte en
un elemento clave para la distribucion del ingreso. En este sentido, la fijacion de los
incrementos salariales v otras rentas contratadas. de acuerdo con el indice del coste de
la vida. es precisamenie uno de los instrumentos fundamentales que pueden compen-
sar la limitada influencia social en una economia de mercado. Por ello. la eleccion de
las ponderaciones que se le conceden a los diferentes componentes del cesto de la
compra adquiere una importancia que no es posible subravar suficientemente. De 1gual
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1.5 FUENTES DE OBTENCION DE DATOS DE INTERES SOCIAL

Aunque lnalmente la informacion disponible no dé pie a un analisis mas sofisticado
por medio de alguno de los procedimientos propios de la ciencia estadistica, las fuen-
tes de tales datos constituyven un recurso indispensable para adquirir conciencia de la
realidad que se pretende estudiar o en la que se tienen que tomar decisiones. El interés
por la recopilacion de datos se pone de manifiesto por el hecho de que todos los paises
disponen de oficinas que se ocupan de recoger toda clase de informacion, que puede
clasificarse en: a) datos estadisticos puros, es decir, informacion primaria, formada por
encuestas (de caracter covuntural o estructural) v censos. b) datos de valor anadido. es
decir, informacion elaborada:; v ¢) metainformacion, es decir, mformacion sobre la
informacion. Multiples datos son recopilados por la administracion general del Estado
y las Comunidades Autonomas espafiolas, ast como por la Unidn Europea, a traves de
las entidades correspondientes. Desde el punto de vista de la estadistica oficial. es
importante la labor desarrollada por el INE (Espafia) o FEUROSTAT (Unidn Europea).

Pero no solo los organismos publicos territoriales v supranacionales. sino tambien
muchas organizaciones privadas v. en general. cualquier comunidad de individuos,
parccen tambien impelidos por esta necesidad. A pesar de que la informacion oficial
es cada vez mas completa v desagregada, siempre exisien ambilos especificos en los
que la informacion no ha sido registrada. De ahi que sea necesario utilizar mecanismos
que permitan al investigador obtener por si mismo la informacion que precisa para un
estudio concreto. En este sentido, se puede distinguir entre métodos que permiten ob-
tener informacion cualitativa (observacion., experimentacion, entrevista, proyeccion,
..) v otros que aportan informacion cuantitativa (encuesta personal. encuesta en esta-
blecimientos. encuesta telefonica, encuesta en medios de transporte. ...).

=

<= EJERCICIOS

1.1. Clasifique las siguientes caracteristicas de acuerde con su naturaleza cualitativa
o cuantitativa y la escala de medida que puede utilizarse.

(a) Nivel de estudios de una persona.

(b) Porcentaje de parados en una poblacion.

(c) Calidad de un producto.

(d) Nuamero de hermanos de un individuo.,

(e) Situacion laboral de un individuo.

(h Temperatura ambiente (en grados centigrados).
(@) Municipio de residencia de un individuo,

(h) Sueldo en euros de un trabajador.

1.2. Los tomates comercializados se clasifican de menor a mayor calibre en la si-
guiente escala: MMM, MM , M, G . Si se recodifica el atributo en una escala de
uno a cuatro, se esta midiendo ahora en una escala:
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(a) nominal,
(b) ordinal,

(¢} de intervalo,
(d} de razon.

;. Cudles de las siguientes variables son de naturaleza discreta?

(a) Peso exacto de una persona (kg).

(b} Tiempo de espera en una consulta medica.

(¢} Rentabilidad anual de un activo financiero.

(d} Nuamero de miembros de una unidad familiar.

(e} Proporcion de trabajadores satisfechos con su trabajo en un grupo de 10.
(f) Tiempo que tarda un inmigrante en regularizar su situacion.

(@) Namero de habitaciones de una vivienda.

(h) Superficie de una vivienda en metros cuadrados.

11
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2.1

Variable estadistica

unidimensional

Toda la ecstadistica descriptiva ecsta basada en el registro de observaciones de una
magnitud para un conjunto de mdividuos sin que las conclusiones obtenidas superen el
ambito de lo observado. En este capitulo se introducen las nociones de variable csta-
distica v distribucion de frecuencias como mecanismo basico para expresar toda la
informacion disponible sobre una magnitud de forma ordenada v sistematica. de modo
que a partir de ella pucda efectuarse una adecuada descripeion de los datos obtenidos.
El analisis de los atributos s¢ abordara mas adelante.

CONCEPTO DE VARIABLE ESTADISTICA

Formalmente, una variable estadistica es una [uncion que asigna valores a la caracte-
ristica de la poblacion analizada. Una vanable estadistica unmidimensional X' ¢s un
conjunto de observaciones de una magnitud para N individuos. En general, una va-
riable estadistica umidimensional X se denotara por

X :{I{f t‘:_' } : {T’: }.E:]. .
donde x;' representa el valor observado de la magnitud X para el & -ésimo individuo
de la poblacion.

La magnitud estudiada puede ser la edad de los N individuos de una poblacion. Si
se define X : “edad en afios de los individuos de la poblacion™, entonces X' es una va-
riable estadistica unidimensional. 51 para cada individuo de la poblacion en cuestion. se
desca conocer su edad v su nivel anual de ingresos. seria necesario superar ¢l ambito
unidimensional. S1 se define ahora ¥ : “nivel anual de ingresos en miles de euros de los
individuos de la poblacion™, se tiene que (X.Y). es decir, el conjunto de pares de ob-

servaciones que indican la edad v nivel de ingresos de cada uno de los N individuos.
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es una variable estadistica bidimensional. En este capitulo se ¢examinaran las variables
estadisticas unidimensionales.

m Suponga que se han registrado las edades en afos de 10 alumnos de una clase v han
resultado ser las siguientes: 18,19, 20,18.19.20,21.18.22,18 . 51 se define la variable estadistica

X :“edad en afios de los alumnos de la clase™, resulta que X' : { 18,19.20.18.19,20,21.18,22, IS} .

2.2 DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE UNA VARIABLE ESTADISTICA
UNIDIMENSIONAL

Toda la informacion sobre determinada magnitud que contiene la variable estadistica
X puede recogerse de forma sistematica a traves de la denominada distribucion de
frecuencias.

2.2.1. Frecuencias absolutas, relativas y acumuladas

A partir del conjunto de N observaciones registradas para los individuos de la pobla-
cion. es posible identificar el conjunto de valores distintos v ordenarlos de menor a
mavor, Si existen # valores distintos. este conjunto pucde denotarse por

{x...x,}:{x} .Y sicadavalor x, se haobservado n veces. entonces el conjun-

n T M=l _»n

to de informacion puede representarse como
(v ) (epom, ) 4o ),

es decir. indicando la frecuencia absoluta 7, con que se repite cada uno de los valores
x,. Este conjunto de pares define la distribucion de frecuencias absolutas. Notese que

n
Zﬂf =80 +..+N, =N.

iml

En muchas ocasiones ¢s interesante conocer, por ¢jemplo, cuantos individuos de la
poblacion poseen. en relacion con la caracteristica estudiada, un valor menor o 1gual

que x,. Para cllo es util definir las frecucncias absolutas acumuladas N | tales que
1Y e Zﬂj = SER
=1

La distribucién de frecuencias absolutas acumuladas puede delinirse entonces como
(CRAWNERA T TER .

Por supuesto, N =N .
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N individuos de la poblacion original, X:{x[‘r,.,,,xj:f}:{xf }k . sc definen los

intervalos {/,.....7,}: {1 }

/ .’r='|._..,rr 3 tﬂ]cs quc

I (L .L].

siendo I, , el extremo inferior del intervalo. que no pertenece a éste. v £, el extremo

superior de dicho intervalo. que si se incluye en el mismo. Entonces, si se denota por
n, al niimero de valores observados que pertenecen al mtervalo /7, la distribucion de

frecuencias absolutas de la magmitud X' puede expresarse como

{{f1r”1)~--'=(‘rrr=ﬁu)}: {{‘rr”f}}m_ =

Y de forma analoga a la explicada para el caso de distribuciones no agrupadas, pueden
obtenerse las distribuciones de frecuencias acumuladas, frecuencias relativas v fre-
cuencias relativas acumuladas.

La amplitud a, del intervalo I, viene dada por
d, = Lj i Lf—]

v, en general. es recomendable que los diferentes intervalos tengan la misma amplitud,
de modo que la distribucion de {recuencias agrupadas no introduzca distorsiones signi-
ficativas con respecto a la distribucion de frecuencias no agrupadas. En cualquier caso,
este criterio no siempre es valido para los intervalos extremos. Para ¢l caso de interva-

los cuva amplitud no seca constante. la frecuencia correspondiente al intervalo [, pue-
de ser engafosa v conviene comparar los intervalos en términos de su densidad de

frecuencia o, . definida como

&)

o=y

que mide el numero de valores registrados por unidad de longitud del intervalo.

Por otra partc. la informacion que proporciona la distribucion agrupada no permite
saber con qué frecuencia se registra cada uno de los valores individuales que pertene-
cen a un intervalo determinado. Esta inevitable pérdida de informacion puede atenuar-
s¢ Incrementando el nimero de intervalos v sacrificando. a cambio, el grado de simph-
ficacion que aporta la distribucion agrupada. De todas formas. sucle asumirse el
supuesto de que los valores se distribuven umiformemente en ¢l interior del intervalo.
Es decir, se asume que dentro de un subintervalo contemido en un intervalo determina-
do existe la misma proporcion de valores que representa la longitud del subintervalo
con respecto a la longitud del intervalo que lo contiene. Y, a partir de este supuesto. se
representa el intervalo a través de la denominada marca de clase, definida como el
punto medio del intervalo. Asi. s1 se denota la marca de clase del intervalo [, por ¢, .

resulta que
L+L
4 2
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m Suponga que el grado de satisfaccion con el estilo proplo de vida puede medirse en

una escala de 0 a 10 v que los valores declarados en este sentido por un grupo de 30 personas
se recogen en la siguiente tabla,

3 5 & 2 4 3 5 1 3 9
4 & 3 i 3 4 8 T d 7
3 9 & 3 8 § 10 0 2 3

Entonces, s1 se denota la vanable estadistica anterior como Y | la distribueion de frecuen-
cras de esta varable estadistica viene dada por

{(x.n)} . {(L1).(2.2).(3.5).(4.5).(5.5).(6.5).(7.2).(8.2).(9.2).(10.1)}.

¥ la distnbucion de frecuencias agrupada en intervalos definidos como {, - [D.E] oL [2,4],

I:(4.6]. 1, :(6.8]. £, :(8.10]. es la que se representa a continuacion.

((Zon)) . 1(1:3).(1210).(4,,10),(1,.4).(15.3) ).

2.3 REPRESENTACIONES GRAFICAS DE VARIABLES ESTADISTICAS

Como se ha explicado, toda la informacion que una variable estadistica proporciona
sobre una determinada magnitud queda recogida en la distribucion de frecuencias.
Pero existen formas de representacion grafica de dicha informacion que permiten cap-
tarla de un modo mas directo ¢ intuttivo. Algunas de cstas representaciones graficas se
explican a continuacion.

2.3.1. Distribuciones no agrupadas en intervalos

Sea la distribucion de frecuencias {x. H-)}FL "

[ |

(a) Diagrama de barras. En un sistema de coordenadas cartesianas en ¢l plano, se
representan los valores de la variable {xr }a=1 . €n el eje de abscisas v sus frecuencias

absolutas {n, }F. en ¢l gje de ordenadas. 51 se han registrado cincoe valores distintos

=l....H
y la distribucion de [recuencias es (al que

)b 1002).(223).6.4).(43).5.2)).

el diagrama de barras es el que se indica.
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También se pucden utilizar las frecuencias relativas en lugar de las absolutas.
(b) Poligono de frecuencias. Se construve trazando una linea que une los vértices
superiores de las lingas que aparecen en ¢l diagrama de barras. Para ¢l caso anterior, ¢l
poligono de frecuencias es la linca comentada v representada en el grafico siguiente.

Como cn ¢l caso antenior, ¢l grafico proporciona informacion similar si s¢ repre-
scntan las frecuencias relativas.
(c) Diagrama de frecuencias acumuladas. Se construve como el diagrama de barras,
pero ¢n ¢l ¢jc de ordenadas se representan las frecuencias absolutas acumuladas
{N,. };=1. - Utillizando el mismo ejemplo, se obtiene el diagrama siguiente.

(d) Policono de frecuencias acumuladas. Sc¢ construve trazando lincas horizontalcs
desde cada vértice superior de las lincas que aparecen en ¢l diagrama de frecuencias
acumuladas hasta cortar con la linea vertical correspondiente al valor siguente. de la
mancra que sc¢ indica.



20 CONCEPTOS BASICOS DE ESTADISTICA PARA CIENCIAS SOCIALES

14 =T

12—+

mn -1

(¢} Graficos de serics temporales. Cuando los valores de la vanable cstadistica co-
rresponden a valores de una magnitud en diferentes instantes del tiempo, es util repre-
sentar ¢stos valores en un sistema cartesiano. En este caso, conviene utilizar la distri-
bucion original. es decir, no ordenar los valores observados de acuerdo con su
magnitud sino en funcion del nstante del tiempo. Si los valores observados en los

instantes del tiempo {L....N} son. respectivamente. {x,.....x, }. pueden indicarse los
instantes del tiempo ¢ en el eje de abscisas v los valores observados x, en el eje de

ordenadas. Por ejemplo, si la variable estadistica X recoge la tasa de natalidad anual
en un pais curopeo desde 1930 hasta 2000, v se representan los valores de dicha tasa
frente al tiempo. se obtendra un grafico del tipo siguiente.

o R TN

(f} Diagrama de tallos v hojas. Para conjuntos no muy numerosos de datos. la distr-
bucion de frecuencias puede expresarse en un grafico de esta clase. Supongase que la
variable estadistica X recoge la edad de los 100 trabajadores de una empresa, de mo-
do que dicha variable es un conjunto de 100 valores ordenados de menor a mavor.
Para construir el diagrama de tallos v hojas basta con escribir en una columna los pri-
meros digitos diferentes correspondientes a la edad de los trabajadores v en otra co-
lumna a la derecha indicar correlativamente ¢l segundo digito correspondiente a di-
chas edades. Se podria entonces obtener un grafico como el siguiente.

g T 23

5 T S35TTTas

4 =1 0001 1223233555780

3 T D01 1112224456667TT 7855990

2 T 000001111 222223 234444 505666667 Ta8850S

1 7 B3EEDL5009
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2.3.2. Distribuciones agrupadas en intervalos

Sea la distribucion de frecuencias agrupadas en intervalos {(I‘.,r.rz )}r=1_ i

(a) Histograma. Se obtiene en un sistema de coordenadas cartesianas en el plano,
representando en ¢l ¢je de abscisas los extremos de cada intervalo v dibujando sobre
cada uno de tales intervalos un rectangulo cuva area sea proporcional a la frecuencia
absoluta o relativa del intervalo correspondiente. Si los intervalos son de amplitud
constante. la altura de los rectangulos sera también proporcional a dicha frecuencia v,
de hecho. puede hacerse coincidir con €sta. 51 la amphtud de los intervalos es variable,
la altura de los rectangulos sera proporcional a la densidad de frecuencia del intervalo.
Es decir, los histogramas pucden tencr las formas que sc indican.

Li I;_I

(b) Poligono de frecuencias. Se construve trazando una linea que une los centros de
los segmentos superiores de los rectangulos dibujados en el histograma. Para los dos
casos anleriores, los respectivos poligonos de frecuencias son las lineas que se super-
ponen a los histogramas representados en los graficos siguientes.

o

49 ~

L i L i
(c) Poligono de frecuencias acumuladas. Se obtiene del mismo modo que en el caso
anterior, pero a partir de la representacion de las frecuencias acumuladas. En ¢l caso
de intervalos de 1gual amplitud v utilizando las frecuencias relativas acumuladas, ¢l
poligono de frecuencias relativas acumuladas es la linea que une los puntos medios de
la basc supcrior de los rectangulos representados en el grafico siguiente.
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LW Suponga de nuevo que el grado de satisfaccion con el estilo propio de vida puede
medirse en una escala de 0 a 10 v que los valores declarados en este sentido por un grupo de 30
personas se recogen en la siguiente tabla.

3 3 & 2 4 3 3 1 3 9
4 0 3 4 3 4 8 7 4 T
3 9 6 3 8 6 10 6 2 5

La distribucion de frecuencias de esta variable estadistica.
{Ceom)) . (11).(2.2).(3.5).(4.5).(5.5).(6.5).(7.2).(8.2).(9.2).(10.1)} .

puede representarse mediante el diagrama de barras o el poligono de frecuencias acumuladas

siguientes.
N,
A
.3.[]__
25T
& -+
20T
ok
a1 161
2.__ 1ﬂ__
| | .
] I I. ] 1 'I 1 X
1 2 3 4 &5 & 7 B 8 10% 1 2 3 4 5 8 T 8 9 107

Mientras que la distribucion de frecuencias agrupada en los intervalos [, :(0,2].

I,:(2.4]. 1,:(4.6]. 1,:(6.8]. 1, :(8.10].
e W WG3)(45210) (1100014 ).(1..3))

puede representarse mediante un histograma o un poligono de frecuencias acumuladas, tal
COMO s representa a continuacion.
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ni Ni
a0+ —
_.-'-"'-'-rr
i0 -+ 25 -+ f"f
8+ 20 + /
61 15 <+
4+ 10+
2+ 5+
1 | | | I | | |
[| ] | ] | X | | | | I X
1 2 3 4 5 B 7 B 9 10% 1 2 3 4 5 B 7T B8 9 10%

& EJERCICIOS

2.1. Sea la vanable X :"numero de hijos de un conjunto de familias”, cuya distnbucion
de frecuencias es la que se muestra en la siguiente tabla. Suponga, ademas, que
se sabe que el 35% de las familias tiene un hijo y que el 10% tiene cuatro hijos.

X i nﬂ' Nf f; E
0 2

1

2 8

3

4

N 20

(a) Complete los datos que faltan en la tabla anterior.
(b} Obtenga el diagrama de barras, el poligono de frecuencias, el diagrama de
frecuencias acumuladas y el poligono de frecuencias acumuladas.

2.2. Sea la variable X "esperanza de vida de las mujeres de un conjunto de paises”,
cuya distribucion de frecuencias es la siguiente.

X, 39 44 45 48 49 50 52 D23 54 56 57 58 59 N

m 1 2 3 2 4 7 2 5 2 2 2 2 2 36

Obtenga el diagrama de tallos y hojas.

2.3. Suponga que los metros cuadrados de cada una de las 70 viviendas de una zona
se recogen en la siguiente tabla.
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70 1 23 a1
a8 138 87 100
105 66 a7 136
115 80 78 83
73 120 143 106
96 117 84 76
93 118 75 87

66
88
118
185
106
45
140

68 24
61 87
65 96
120 92
86 110
100 89
82 100

78
103
88
205
66
89
140

1350
95
200
83
80
a7
78

5
108
100

68
133

72
173

(a) Construya la distribuciéon de frecuencias de esta variable estadistica y repre-

séntela a través de un diagrama de barras y un poligono de frecuencias.

(b) Construya la distribucion de frecuencias agrupada en intervalos definidos de
la siguiente forma: /,:(40,70], /,:(70,100], /,:(100,130], /,:(130,160],

/e :[15[!,19(}], . :[19{],220]. Represente la distribucién obtenida mediante un
histograma, un poligono de frecuencias y un poligono de frecuencias acumu-

ladas.

(¢) Proponga otra agrupacion en intervalos que pueda tener interés y represente
el histograma, el poligono de frecuencias y el poligono de frecuencias acu-

muladas.

2.4, Suponga que el grado de satisfaccion con el estilo propio de vida puede medirse
en una escala de 0 a 10. Sea la variable X gque recoge dicho grado de satisfac-
cién para un grupo de personas, cuya distribucién de frecuencias agrupadas en

intervalos es la siguiente.

'ff
(0,2]
(24]
(4.6]
(6,10]

12

(a) Calcule la amplitud y la densidad de frecuencia de cada intervalo.

(b) Represente el histograma y el poligono de frecuencias.

(c) Proponga otra agrupacion en intervalos que pueda tener interés y obtenga su
distribucion de frecuencias. Represente esta distribucion mediante el poligo-

no de frecuencias.
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m Suponga una vanable estadistica que recoge las edades de 10 alumnos de una clase v,
denotando esa variable por X | resulta que X : {lSJ&18,18,1?11?12(1,21’).2]&2}. La distribu-

ciom de frecuencias de esta varnable es {[.‘L‘I.,H" ]} . {{lH,d},[I&2}{2&2],[21,1],[22, I}}

de modo que

i

L

Por olra parte,

o bien,
g, =my—m, =18,

En el caso de distribuciones agrupadas en intervalos. los momentos respecto al ori-
gcn pucden evaluarse utihzando las marcas de clase de los intervalos. Y una vez obte-
nida la media aritmética, los momentos centrales pueden calcularse promediando las
diferencias entre las marcas de clase de los intervalos v la media aritmética previamen-
tc obtenida clevadas a la potencia correspondiente.

3.2 MEDIDAS DE POSICION

Las medidas de posicion constituven puntos de referencia que permiten ubicar la si-
tuacion de una variable estadistica ¢n la recta real v ofrecen, de este modo. una sintesis
de toda la informacion contenida en la distribucion de frecuencias.

3.2.1. Moda

Una de las medidas de posicion ¢s la moda. que identifica ¢l valor o intervalo que mas
s¢ repite. Formalmente. puede definirse la moda de la vanable estadistica X, que se
denotara por Mo, . como

Mo, =x [ f =max!f _
X | A F i=m], ...

Es decir, la moda o valor modal es el valor con mayor frecuencia relativa. Evidente-
mente, también se podria definir como el valor con mavor frecuencia absoluta, es decir,
el valor que se ha observado un mavor numero de veces. Desde este punto de vista,
cabe distinguir entre distribuciones unimodales. en las que la maxima frecuencia co-
rresponde a un solo valor, v distribuciones multimedales, en las que la maxima fre-
cuencia se registra en varios valores distintos de la variable.
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W Suponga de nueve que la vanable estadistica V@ {18.18,18.18,19,19.20,20,21.22}
recoge las cdadcs de 10 alumnos de una clase. La distribueion de frecuencias de esta vanable
es {(x,.n L-. {(18.4).(19.2).(20.2).(21.1).(22.1)} v se tiene que Mo, =18

En ¢l caso de distribuciones agrupadas v si los intervalos son todos de la misma
amplitud. el intervalo modal es aquél que posee mayvor frecuencia absoluta o relativa,
Y en el caso de distribuciones unimodales, puede asumirse que el valor modal sera
alguno de los valores que pertenecen a dicho intervalo. es decir,

Moy e(L, L |& f=max{f} .

La moda pertenece al intervalo { iy } s1 v s0lo s1 a dicho intervalo corresponde la

frecuencia relativa maxima. Y dentro del intervalo modal. el valor modal puede elegir-
s¢ de acuerdo con uno de los dos criterios siguientes.

Puede considerarse que el valor modal estara mas proximo a uno u otro extremo
del intervalo modal en funcion de las frecuencias absolutas de los intervalos anterior y
posterior a ¢ste. Es decir,

n,,
Mo, =L,  +————a,
S

A

siendo o la amplitud de los intervalos. Notese que si la frecuencia del intervalo ante-
rior. » s coincide con la del intervalo posterior. » ;-1- enlonces el valor modal se

situard en el punto medio del intervalo modal. 51 #,_ <#n . el valor modal estard mas
proximo al intervalo posterior: y s1 17, >#n,,. ¢l valor modal estara mas proximo al

intervalo anterior.

También puede considerarse que el valor modal estara mas proximo a uno u otro
extremo del intervalo modal en funcion de las diferencias entre la frecuencia absoluta
de dicho intervalo v las frecuencias absolutas de los intervalos contiguos. Es decir,

{n —n

Mo, =1L, + 1 a.
(HJ_HJ--J‘F{HI_&;-IJ

siendo de nuevo @ la amplitud de los intervalos. Notese que, como ocurre con ¢l crite-
rio anterior, si la frecuencia del itervalo anterior. # coincide con la del intervalo

=1 ¥
ostertor, # ., ., entonces el valor modal se situara en el punto medio del intervalo modal.
g+l
St n,_,<n.,. el valor modal estara mas proximo al itervalo posterior: v si
i1 e+ ]

n,, >n_,.elvalor modal estara mas proximo al intervalo anterior.
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M Suponga que la vanable estadistica X recoge el niimero de miembros de 84 famihas,

La distnbucion de Irecuencias absolutas agrupadas en los mtervalos [ ;(U.S__E.S]._

1,:(2545]. 1, (45.65]. 1,:(6585]. 1, (85.105].es

Wen)) 17 )(1,.40)(1,16).(1,.8).(1:.3)]

Por tanto, el intervalo modal es 7, {2.5.4 5]. Y de acuerdo con los criterios propuestos, el

valor modal es

Moy =1 4—" 422541 5-34606,
' H, + i, 16+17
0 bien,
S 23
Mo, =L +— M) . 55, 2=3.4786
(M, =)+, =n,) 23424

Dada la naturaleza discreta de la magnitud considerada, estos valores modales son poco infor-
mativos v resulta mas util la informacion que proporeiona la wdentificacion del intervalo modal.

Cuando los mtervalos poseen amplitud variable. parece mas logico asumir que ¢l
valor modal pertenecera a aquél intervalo con mavor densidad de frecuencia. Es decir,

Mo, € (L

,,-UL.,-J <d, = meix {d, }FI_ -
La moda pertenece al intervalo (L ’ ],Lj] s1 v solo s1 a dicho intervalo corresponde

la densidad de frecuencia maxima. Y dentro del intervalo (L H,L , } ¢l valor modal

puede elegirse de acuerdo con uno de los dos criterios siguientes.
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Puede considerarse que el valor modal estara mas proximo a uno u otro extremo
del intervalo (LH,LJ] en funcion de las densidades de [recuencias de los intervalos

anterior y posterior a éste. Es decir.

d s1
Mo, =L_, + . a,.
d,.; +.|:."JI ]

siendo «, la amplitud del intervalo [L_J._],LJ. Notese que si la densidad de frecuen-

cia del intervalo anterior. @, . comncide con la del intervalo postenor, 4. enton-

4017

ces ¢l valor modal se situara en el punto medio del ntervalo (LJ_].LI] s 5

¢l valor modal estara mas proximo al intervalo posterior; y s1 &, | >d . ¢l valor mo-

F+l»
dal estara mas proximo al intervalo anterior.
También puede considerarse que el valor modal estara mas proximo a uno u otro

extremo del intervalo (LH,LJ en funcion de las diferencias entre la densidad de

frecuencia de dicho intervalo v las densidades de frecuencia de los intervalos conti-
gnos. Es decir,

._l+ (d_;'_d_,l ]J I,
: (d, =d. Frid~d. )

Mo, =1 ;
sicndo de nuevo a, la amplitud del intervalo (L J_I,LJ. Notese que, como ocurre con
el criterio anterior, si la densidad de frecuencia del intervalo anterior, ¢ . coincide
con la del intervalo posterior, d . entonces el valor modal se situara en el punto me-
dio del intervalo (LJ_“LJ_ S1 dj_l < '5‘;;-1 . el valor modal estara mas proximo al inter-

valo posterior: y st d | >d . el valor modal estara mas proximo al intervalo anterior.
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El valor modal puede ser engafioso. va que no necesariamente indica donde se ubi-
ca la mavoria de los valores de la distribucion en su conjunto. Por ello, conviene bus-

car otros indicadores que sefialen donde se situa el centro de la distribucion. Tales
indicadores son las medidas de posicion central,

3.2.2. Medidas de tendencia central: los promedios y la mediana

Las medidas de tendencia central por excelencia son los promedios v la mediana. Al
grupo de los promedios pertenecen, entre otros, la media aritmética. la media geométrica
v la media armonica. Aunque existen situaciones especificas en que uno de estos pro-
medios puede ser mas apropiado que otros, para buena parte de los fendmenos sociales
la medhia aritmetica es el promedio mas apropiado v en determinados casos puede ser
conveniente recurrir a la media geométrica. Estos dos son. de hecho, los tinicos pro-
medios que se explican a continuacion.

Como va se adelantd. la media aritmética de la variable estadistica X . denotada
por X . es ¢l momento respecto al origen de primer orden, es decir,

iml

Por tanto. la media aritmética es un promedio de los valores de la variable. Pero no
todos los valores intervienen en el promedio en el mismo grado o con la misma fuerza,
sino que se trata de un promedio ponderado. El peso con que cada valor observado
incide en el promedio evaluado viene dado por su [recuencia relativa. Asi. puede in-
terpretarse que cada valor observado tira hacia si mismo del promedio con una fuerza
proporcional a su [recuencia relativa. De esie modo, la media aritmética es una especie
de centro de gravedad de la distribucion resultante de la compensacion de tales fuerzas.

SRR Sea una variable estadistica X tal que Y :{1,2_3}_ Entonces la distribucion de

frecuencias es unitaria v viene dada por {(x.m )} :{{1.1).(2.1).(3.1)}. de modo que

=]
3
X=}x
I

!

=1-+2

I"'"‘""I_

|
3
Pero si la variable estadistica es .V - {1.2.3.1} . entonces

{{rf,nf}}rﬂ_"& 1(1,2).(2.1).(3.0)}

y el valor | tendrd mas peso en el caleulo del promedio, de manera que el resultado se acercara

mas a este valor; concretamente, se tiene que
e B 1 | =
¥=l—+1—+3—=—,
4 4 4 4

Graficamente. los resultados obtenidos pueden observarse en los signientes diagramas.
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{(£.m)}  U1.11).(12.38).(4,12),(4,.7).(4..2).(1:,2)}

Por tanto, la media antmética de esta varniable puede caleularse como

R - 7
=% g L =0970833
E=) ‘72

i=1

Por otra parte, se define la media geométrica de la variable estadistica X |, denotada
por X .como

Y para ¢l caso de distribuciones agrupadas en intervalos, sc tiene que

i3
v, =y Te"
i=l

El uso de este promedio resulta especialmente apropiado cuando se desea prome-
diar tasas de cambio de alguna magnitud, como refleja el ejemplo siguiente.

AE L L] Sca una variable estadistica X que recoge las cifras anuales de parados de un pais

desde el afio | hasta el afio 10, es decir, X :§x

: fEr:J 1 - 51 el nimero de parados (en miles de

personas) en estos 10 afios es el que ligura en la siguiente tabla

{ 1 2 3 « 5 6 7 8 9 10
X; 1000 1100 1210 1340 1470 1620 1780 1950 2150 2358

entonces puede evaluarse la tasa media de crecimiento anual del numero de parados. Notese
que la tasa de crecimiento anual, en tantos por uno, es

[ i1 — "} ;
x.r 1
de modo que
| 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
K- 01000 01000 01074 00970 01020 00988 00955 01026 0.0967
Por tanto,
X, = (1 +.=;):cr_]_. t=2..,10,
asi que

x; ={1+n )%,
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x,=(l4n)re, =(1+n)(1+x)x.

x, =(1+r)x,=(1+5 }{1+7 ){1+n )x,.
y asl sucesivamente, resulta que
x,=(1+5). (1+x ) {(1+n)x,. 1=2...10.
de modo que
X = (145, ) (1+5)(1+n)x,.

Pues bien. la tasa media de crecimiento anual debe ser una magnitud » tal que

%o =(1+7) x,.
Es decir,

(1+r]g =[] +J‘m}..-{|+?3}{]+ﬁ_,:],

lo que significa que el valor 14+ eslamedia geometrica de los valores 14+, . es decir,

l+r=9(1+n)(1+5)..(1+45,).

de modo que la tasa media de crecimiento anual del numero de parados es

r={/{l+r3}[]+r;}...(1+1;ﬂ]—1 .

Por tanto.
F=0100

Notese que

¥ =(1+7) %, =(1+0.100) 1000 = 2358,

Otra medida de posicion central es la mediana, que concede mas peso a las fre-
cuencias que a los valores en si mismos v resulta, por tanto. menos sensible a los valo-
res exiremos. Si se observa el valor de una magnitud para un conjunto de & ndividuos
v s¢ disponen de menor a mavor los valores observados, se obtiene la variable estadis-

tica X tal que X :{x{”",...ﬁr}:‘: } Entonces. el valor mediano, que s¢ denotara por

: : - N N
Me,. . es aquél de los valores observados pertenecientes al conjunto {xl ;s,.h} tal

que exista el mismo numero de observaciones a la 1zquierda v a la derecha de dicho
valor. De acuerdo con esta definicion, st ¢l numero de individuos ¢s impar. ¢sta garan-
tizado que la mediana sera uno de los valores observados. Pero si el nimero de indivi-
duos e¢s par. la mediana puede dehinirse como promedio de los dos valores centrales

- N N
del conjunto lx] S };
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M Suponga una varable estadistica que recoge las edades de 1] alumnos de una clase v,
denotando esa varnable por X7, resulta que X", {IE,I&13,18,19,19.1‘.-],21’,#,2{‘1_21,22}. En esle
caso la mediana es el valor 19 subrayado en negrita. Suponga ahora que la vanable estadistica
X recoge las edades de 10 alumnos tales que A {13,13__18,13._19._]9,2(1,2{)__21__22}_ En este
caso la mediana es 19, que es el promedio de los dos valores centrales subravados en negnita. Y
si las edades observadas fueran lales que X :{18,18,18,19,19.20.20, 2&21,22}, el valor me-

diano es 19.5, que no es un valor observado,

sobre todo cuando el numero de aobservaciones es elevado. la identificacion del va-
lor mediano es mas mmmediata utilizando la distnbucion de frecuencias. Sea

{(xl.._ﬂr. }}‘ ., la distribucion de frecuencias de la variable estadistica X" . Entonces cl

valor mediano es un valor x, perteneciente al conjunto {x,} que verifica ciertas

=1

condiciones. Si no existe ningun valor x; perteneciente al conjunto { X }I _ tal que

; ; _ 1
su frecuencia relativa acumulada sea 1gual a 5 entonces

Me =% Jr:.=mfn{;r:r.,-"'Fr. ::-l}
- i i | 9

es decir, el valor mediano es ¢l minimo de los valores del conjunto {x, |

; 1 g o gz s .
cuencia acumulada mayor que 5 Por el contrario, s1 existe algun valor x; pertene-

-1, Con fre-

cientc al conjunto {x, }F_] . tal que su frecuencia relativa acumulada sca 1gual a >

entonces
X, +x
Me, =—4 &
‘ 2
En el caso de distribuciones agrupadas, el valor mediano pertenecera al primero de

; ; ; : | :
los intervalos cuva frecuencia relativa acumulada sea mavor o 1gual que 5 Es decir,

Meye(L, L |ej= miﬂ'{f/ﬂ > %}

Y el valor mediano dentro de dicho intervalo puede obtenerse asumiendo que la fre-
cuencia registrada en un segmento del intervalo es proporcional a la longitud del seg-
mento. de modo que la frecuencia acumulada en el interior del intervalo va creciendo
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linecalmente desde el extremo inferior al extremo superior. De acuerdo con este su-
puesto. el valor mediano dentro del intervalo (L;-n LJ:| puede delinirse como

sicndo «; la amplitud del intervalo (.-’JJ B, ] Este criterio se aprecia con claridad en

el sigwente grafico.

N

NZ s >

L \I/Lj Lit k)

Mex

SELTERER:] Suponga de nuevoe que la vanable estadistica v recoge el niimero de miembros de 84
familias.  La  distribucion de  frecuencias  absolutas de  esta  wvanable es

{{rf,nr}}f:]_ - {{Lﬁ}.[l,l I],{3,21].{4,1*}},{5.8].{6.8],{T,T},{S.I},{Q,Z].[IEJ,I}}, mien-

tras que la correspondiente distribucion de frecuencias relativas acumuladas viene dada por l
corjunto

{{'Tf‘Ff ]}é-l. a0
{{ l.ﬂ.UT]_{E_ﬂ.Eﬂz},{ 3.0.45 ]I T{-ﬂLD.ﬁS]-[i_D.?T }T[G.D.ET}7{7.0.952]__(3,&95 },[ EJ'.U.‘:}SE]T{ 10,1 }}

Por tanto, el valor mediano es

Me, = .‘L‘JI/I =iJ'u'J':{J¢.'f fFr > l} =
? : 2

Agrupando los valores observados en los intervalos, [, :(05,25]. [,:(2545],

I, (45,65]. I,:(63853], [,:(85.10.3]. las distribuciones de frecuencias absolutas, acu-

muladas v relativas acumuladas son, respectivamente,

((on)}y, o ((517)(12040).(1,.16).(1,.8).(2.3)).



38 CONCERTOS BASICOS DE ESTADISTICA PARA CIENCIAS SOCIALES
{(71.3)) | {(46017).(1,.57).( 4. 73).(£..81).( 1. 84) ),

(1.F)) L 1(4,.0202).(1,.0679),(1,.0.869).(1,.0964).(1..1)}.

Por tanto. s1 solo se dispusiera de la distnbuecion agrupada, el valor mediano perteneceria al
mtervalo segundo, es decir,

Me, €(2.54.5].

Y dentro de este intervalo, dicho valor mediano puede calcularse como

;J"h'r
? e _';I"i'r 0

iy

a, =23+ aciml)

Me, =1 + 2=375.

3.2.3. Cuantiles

Ademas, existen medidas de posicion no necesariamente centrales denominadas cuan-
tiles. que permiten ubicar partes de la distribucion. Las mas utilizadas son los cuarti-
les. los deciles v los percentiles.

= < o H .'l'rI J"l.r .P'\'- J"-'I
51 se define la variable estadistica X' como JI':{:-:l r.ﬁ} donde Lrl r..,xy} es

el conjunto de valores observados de una magnitud ordenados de menor a mayor para
un conjunto de & individuos. entonces los cuartiles, que se denotaran por ¢, (', ¥

: . W . N N
;. son aquellos valores que, si es posible, dividen el conjunto {:rl O, ot } en cuatro
partes con igual nimero de observaciones.
Como se comentd para el caso de la mediana, la identificacion de los cuartiles pue-
de efectuarse a partir de la distribucion de frecuencias. Sea {(x,,#,)}._, . la distribu-

12771

cion de frecuencias de la vanable estadistica X . Si no existe ningun valor x pertene-

; . . : . k
ciente al conjunto {;rj.}. tal que su frecuencia relativa acumulada sea 1gual a —,

i=1,. ..n

i = J.:I./ X, = J'Hfﬂ'{l'”.-"; - i]r . k=123,

es decir, el cuartil €', es el minimo de los valores del conjunto {J:,- }m L

k=123, entonces

con frecuen-

cia relativa acumulada mavor que iy Por ¢l contrario, s1 existe algun valor x, perte-

k

neciente al conjunto {rr.} , lal que su frecuencia relativa acumulada sea 1gual a re

p=1,

entonces
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perteneciente al conjunto {1', Jioi » tal que su frecuencia relativa acumulada sea 1gual

il

. entonces

P _Ep i =199
I — 2 i e ;

Notese que el percentil veinticinco coincide con ¢l primer cuartil, ¢s decir, C, = P, : ¢l

percentil cincuenta coincide con el quinto decil v, por tanto con ¢l segundo cuartil v
con la mediana. es decir, Me, =C, =D, =P, . v el percentil setenta vy cinco coincide

con ¢l tercer cuartil, es decir. (' = P
En el caso de distribuciones agrupadas. el percentil P, pertenecera al primero de los

. . ; . k .
intervalos cuva frecuencia relativa acumulada sea mayor o 1gual que et Es decir,

k
Pell .L |l j=miniill = .
ve (L, J g {/ m[}}

Y asumiendo que la frecuencia acumulada en el interior del intervalo va creciendo
linealmente desde el extremo inferior al extremo superior, el valor P, dentro del inter-

valo (L

S

Lr] puede identificarse como

siendo «, la amplitud del intervalo (L_f._],}i_“.]

También pueden definirse medidas de posicion mas generales. denominadas cuan-
tiles. que dividan la distribucion en las partes que se desee. Si se desea dividir el con-
junto {t{'x: } de N valores observados v ordenados de menor a mavor de la va-
riable estadistica X' en h partes con igual numero de observaciones, pueden definirse
los cuantiles k/h, k=1.._h-1.como aquellos /#—1 valores que, si es posible. divi-

1 N N 3
den ¢l conjunto {xl ::.,} en las /1 partes senaladas.

La identificacion de los cuantiles £ /% . que se denotaran por {J, , . puede efectuar-
se también a partir de la distribucion de frecuencias. Sea {{x”ﬁr}}!_ll_ . la distribucion

de frecuencias de la vanable estadistica A" . S1 no existe ningun valor x, pericnecicnte

: s : k
tal que su [recuencia relativa acumulada sea 1gual a —.

al conjunto {x,} ;
i

=1....n

k=1...h—1, entonces
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O = xj./ X, = m:’n{xjf.-’fﬁ > ::;}  k=1..h-1,

es decir, el cuantil O, ,, es el minimo de los valores del conjunto {x, }

1 n con frecuencia

relativa acumulada mayor que P Por el contrario, si existe algun valor x, perteneciente

. . . . k
al conjunto {x,} ,  tal que su frecuencia relativa acumulada sea igual a P entonces

R . oo
Q,,,_..J,:JT”', 2 O .

En ¢l caso de distribuciones agrupadas, ¢l cuantil (J,,, pertenccera al primero de

; : : : k :
los intervalos cuva frecuencia relativa acumulada sea mavor o 1gual que o Es decir.

] [/ ]@;‘:mm{;/ﬂz%}.

Y asumiendo que la frecuencia acumulada en el interior del mtervalo va creciendo
lincalmente desde el extremo inferior al extremo superior, ¢l valor J,; dentro del

intervalo (LJ,_,,LJ puede identificarse como

Q-‘-'-'PI:'L_." | + {].? ﬁ::]__l_”?}'_l—lf

siendo a; la amplitud del intervalo (L P b }

M Suponga otra vez que la variable estadistica X recoge el numero de miembros de 84
familias,.  La  distnbucion de  frecuencias  absolutas de  esta vanable  es
{(x.m)} . 4(L6).(2.11).(3.21),(4.19).(5.8).(6.8).(7.7).(8.1).(9.2).(10.1)}, mien-
tras que la correspondiente distnbucion de frecuencias relativas acumuladas viene dada por el
conjunto

{{ T !1 }}r L..la

£(1.0.07).(2.0.202),(3.0.45).(4.0.68).(5.0.77).(6.0.87).( 7,0.952).(8.0.96).( 9.0.988) (10.1)}

Por tanto. los cuartiles son (', =3, (', =4 y ', =3 5S¢ tene también que los deciles son
D=2, D,=2 D,=3 D=3 0D.=4,D.=4, D,=5, D,=6 v D,=7. Por lilimo, algu-
nos percentilesson £, =1, K =1, B,=2, Py,=3. F,=4, P, =5 F,=7.F,=70F,=10.
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SELTUEIERLY Suponga ahora que la variable estadistica X recoge el precio de venta de un
conjunto de 72 pisos ubicados en una zona urbana (en miles de euros). Agrupando los valores
observados en los mtervalos [, :(40,70]. [, :(70.100], [I,:(100.130]. I,:(130.160].
i i [IE-EI, IEHJ] R [19{}__229] , las distribuciones de frecuencias absolutas, acumuladas v rela-

tivas acumuladas son. rcspm:tiwamcntm

(o)), o ACN(T38).(1,12),(1,.7).(12).(1.2))

(8], A1), (1,49).(1,61).(1,,68).(1,70).(1,.72))

-h-l....

(1.5} A(1,0.1528).(£,.0.6806),(1,,0.8472).(1,.0.9444).(1,.0.9722) (/,.1)}.

Por tanto, el primer cuartil pertenece al intervalo segundo, es decir, & (70, lﬂ[]] Y dentro

de este mtervalo, dicho cuartil puede caleularse como
N .
— N,

B il 1811
“1 1

a, =70+ 30=755263.

fiy

Por supuesto. el segundo cuartil coincidird con la mediana. Notese que C, {70, I{JD] ¥, coll-
cretamente su valor es

-
—Jn'lu'_.e:ll'l-'rl

. 36—

Pl w0 signy Bl

1, )

30 =89 7368

Iinalmente, el tercer coartil pertenece al intervalo tercero, es decir, (', [IUD.IHL}] .V puede

identificarse como

C, =L, +—_.:;'l = lliJfLJ+:";l 42

i1y

30=1125.

Por ofra parte, el primer decil pertenece al intervalo primero, es decir, D, (40,70]. Y
dentro de este intervalo, dicho decil puede calcularse como
N
10 7.2
D =L, +—=a, =40+—30=59.6363
, 11
De igual manera, se tiene, por gjemplo. que
> N-N,
D=L+l 4 =70+

1s

16 —
Sl 30=897368,

que, obviamente, comeide con la mediana.
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Finalmente, algunos percentiles son

—

2

11"-" =
.42 :
=L +100 4 —40+22—""30=49818]
' n 11
8
95
Tog T 68.4-68
P, =1, +100 a_q=1m+T’3,:=ma.
-

3.3 MEDIDAS DE DISPERSION

Una vez resumida la informacion contenida en la distribucion de frecuencias, es posi-
ble preguntarse por la representatividad de las medidas de posicion. Esta labor puede
cumplirse con éxito acudiendo a las medidas de dispersion. Se distingue entre medidas
de dispersion absolutas, que miden de una u otra forma la distancia entre los valores
de la distribucion v alguna medida de posicion central. v medidas de dispersion relati-
vas. que tratan de compensar el hecho de que tal distancia se ve afectada por las uni-
dades en que se mide la variable.

3.3.1. Medidas de dispersion absolutas

Sea una variable estadistica X con distribucién de frecuencias. {{x,.n,)}

i=l,

. Unode

los mecanismos mas sencillos para evaluar el grado de dispersion de la distribucion
consiste en observar los valores extremos. Asi. se define el recorrido de la variable

cstadistica X , que s¢ denotara por Re ., como

Re, =mdx{x,} - minlx,}.
i ¢

es decir, como la distancia entre el maximo v el mimimo de los valores observados. En
un sentido similar, s¢ defing ¢l recorrido intercuartilico, que se denotara por R/, . como

Bl witl, <L,

¢s decir, como la distancia entre el pnimer v el tercer cuartil. Pero las medidas de dis-
persion mas utilizadas son la varianza v su raiz cuadrada positiva, la desviacion tipica.
A continuacion se explica el sentido de estos indicadores v la forma de obtenerlos.

St se pretende medir la dispersion de la distribucion, es decir. la lgjania entre los
valores observados v alguna medida de posicion central, puede pensarse en evaluar
las magnitudes x, — X v promediarlas. Pero, como va se demostro, ¢l promedio de las
desviaciones entre los valores observados v la media aritmeética es nulo, de modo que

no puede aportar informacién que ayude a calibrar el grado de dispersion de diferentes
distribuciones. En este sentido, podria optarse por evaluar las desviaciones absolutas
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X, —:4?|. Y otra solucion consiste en

entre los valores observados v la media antmética,

calcular las desviaciones al cuadrado. (x, — ¥)°. de forma que las desviaciones extre-

mas tengan un peso relevante en el calculo del promedio. Debido sobre todo a sus
mejores propiedades para el calculo matematico. el indicador generalmente adoplado
para medir la dispersion es un promedio de las desviaciones al cuadrado entre los va-
lores observados v la media aritmética. Asi, se define la vanianza de la variable esta-

distica X . que se denotara por S . como

Fi

Sf :Z(Jl;‘J —.1_?)2 ”’

1=] hl

Como va se adelanto, la varianza es el momento central de orden 2 v puede expre-
sarse cn términos de momentos respectoe al origen. En concreto, se ticne que

= Hy =My — —ZI ;_l

Dado que la vananza esta definida como un promedio de cantidades al cuadrado,
nunca podra ser negativa. Cuanto mas alejados estén los valores observados con
respecto a la media anitmética, mavor sera la vananza. que reflejara por tanto ¢l grado
de dispersion. Solo podra considerarse que no existe dispersion cuando ¢l conjunto de
valores {x.} contiene un solo valor. En ese caso. dicho valor coincidira con la

S

B by

i=l....n
media aritmética v la varianza sera nula.

Por otra parte, teniendo en cuenta que la varianza es una medida de dispersion v no
de posicion, no deberia verse afcctada por cambios de ongen. Supongase que sc ha

obtenido la distribucion de frecuencias de una variable estadistica V {( o )}r'=l....r."-

sustituyendo los valores x. de la distribucion original por otros valores y, tales que
y, =x, + K, siendo k una constante. Entonces

i

ZD _y i:i(x,+k—(f+ﬁ;))2%=2(x,—f)zﬁ‘=5ﬂf—=

"I i=l

de manera que, efectivamente, si todos los valores observados se incrementan en una
cantidad constante & . el promedio se incrementa en la misma cantidad v, por tanto, el
grado de dispersion con respecto a dicho promedio no se modilica.

Si se efectia un cambio de escala, es decir, si la transformacion es tal que y, = kx, .

siendo & una constante, enlonces
7 =200 -7 Z{h ~hk)y o Zf» X =S
i—l

de modo que. si todos los valores observados se multiplican por una cantidad constan-
e k., el promedio queda multiplicado por esa misma cantidad vy, por tanto, lo mismo
ocurre con las desviaciones entre los valores observados v el promedio. resultando que
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w Suponga de nuevo que la variable estadistica X recoge el namero de miembros de
84 familias. La distribucion de frecuencias absolutas es

{((x.-n)] o (16).(2.11),(3.21).(4.19).(5.8).(6.8).(7.7).(8.1).(9.2).(10.1))}

Por tanto. la media aritmeética de esta variable es

10

", .
X = v —=40476 .
2N
[La vananza es enfonces
. W on
S =Ny L_F =38549.
x E i J"l-'l

Y la desviacion tipica es
5. =+48% =1.9634 .

El coeliciente de vanacion de Pearson es 1gual a

gy, = % =(.4851

v revela que la desviacion tipica es casi la mutad de la media aritmeética,

w Suponga ahora que la variable estadistica X' recoge el precio de venta de un
conjunto de 72 pisos ubicados en una zona urbana (en miles de euros), Definidos los intervalos

7,:(40.70], 1,:(70,100]. I,:(100.130]. I,:(130,160], I, (160,190], Z,:(190,220], la

distribucion de frecuencias absolutas es

(o)) (U1 38). (1120, (1,7).(102).(10:2))

v la media aritmética de esta distribucion es ¥ =97.0833 . Por tanto, la varianza puede calcu-
larse como

5
$3=Y¢' 1—1—51 =1116.4995
i=1 B

De modo que la desviacion tipica v el coeliciente de vanacion de Pearson ascienden a

S, =+yJS2 =33.4141.




CaPiTULD 3. MEDIDAS CARACTERISTICAS DE DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES 49

3.3.3. Variable tipificada

Una importante cuestion es la posible carencia de sentido de las comparaciones entre
variables que se expresan en distintas unidades o tienen diferente grado de dispersion:
por lo que es aconsejable, como paso previo, proceder a su estandarizacion, que per-
mite oblener nuevas variables con media nula v varianza unitaria.

Sea una variable estadistica X' con distribucion de frecuencias. {(;fz",,mri )}4:1 S¢

..... ne
define la variable estandarizada o tipificada Z con distribucion de [recuencias
{{Ef,ﬁr}};] . como aquella que resulta de efectuar la transformacion de los valores

o

originales de acuerdo con la relacion z. = ] - % Es decir, los valores de la variable
i

estadistica Z son los valores originales a los que se ha restado la media aritmética v se

ha dividido por la desviacion tipica. El resultado de este cambio de origen vy escala es

que la variable resultante tiene media nula v desviacion tipica unitaria. Notese que

7= (F-7)=0

v

L

S, =

L
w Ebu:l

Mediante esta operacion pueden compararse los valores estandarizados de dos va-

riables estadisticas X" ¢ ¥ con diferentes medias v desviaciones tipicas. Si s¢ denotan
: : ) F . .

los valores estandarizados de estas dos variables por z; v z; , su signo positivo 0

negativo denota que ¢l valor original esta por encima o por debajo de la media corres-
pondiente. Y su magnitud indica la posicion del valor en términos de un numero de
desviaciones tipicas por encima o por debajo de dicha media,

m Sea X el salario mensual en euros de un conjunto de trabajadores espafioles e V' el

salario mensual en hibras de un conjunto de trabagjadores mgleses. Se ha observado que el sala-
rio de uno de los espaioles es x =900 v el salano de uno de los ingleses es y=0600. A partr

de estos dos valores no puede deeirse que el espaiiol este, dentro del conjunto de trabajadores
espafioles considerados, en mejor posicion que la que tiene el mglés dentro del conjunto de
trabajadores ingleses. Ahora bien. si los valores tipificados son z* =—1 vy z' =1. deberia
concluirse que el trabajador espafiol posee un salano que estd una desviacion tipica por debajo
del salarno medio del compunto de trabajadores espanioles, mientras que el trabgjador ingles
posee un salano que esta una desviacion tipica por encima del salario medio del conjunto de
trabajadores mgleses. Es decir, la posicion relativa del trabajador imglés es mejor que la del
espafiol,
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3.4 MEDIDAS DE FORMA

El andlisis de la distribucion de frecuencias se completa con las medidas de forma, que
recogen caracteristicas referidas, no va a la magmitud de la dispersion respecto a las
medidas de posicion central, sino a la manera cn la quc los datos sc distribuven cn
torno a ellas. Tales caracteristicas son la existencia o no de simetria v el grado de
apuntamiento de la distribucion,

3.4.1. Medidas de asimetria

Se dice que una distribucion es simetrica cuando su comportamiento a ambos lados de
alguna medida de posicion central es el mismo. Si se toma como punto de referencia la
media aritmética. la distribucion de una variable estadistica sera simétrica s1 el dia-
grama de barras presenta la misma altura a igual distancia de la media por la derecha v
por la 1zquierda. Es decir, a la misma distancia de la media por la derecha y por la
izquierda, v sea cual sea dicha distancia, los valores correspondientes deben haberse
observado el mismo numero de veces. En el caso de distribuciones agrupadas, existira
simetria cuando la media aritmética actue como gje de simetria de forma que el area
comprendida bajo el histograma a la izquierda de la media es la imagen del area com-
prendida a la derecha de ésta. Los graflicos siguientes ilustran este conceplo.

En el caso de distribuciones simétricas. la media aritmética coincide con la media-
na. Y si la distribucion es unimodal, coinciden media, mediana v moda. Este es el caso
de las distribuciones campamformes, en las que el poligono de frecuencias mucstra
una curva en forma de campana. Sin embargo. en distribuciones en forma de U, que
seran bimodales, solo coincidiran la media aritmética v la mediana.

i i Distritucion camganifomms i Distribucion en forma de LU
Eje de simelria Ei= de smedria

x=hle., =My % Moy =My Moy X
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Se dice que la distribucion es asimétrica a la izquierda o que presenta asimetria ne-
gativa si existen muchos valores observados pequeiios con frecuencias bajas, mientras
que el nimero de valores altos v distintos es menor pero sus frecuencias son altas. De
este modo, la rama del poligono de frecuencias a la izquierda de la media es mas larga.
Cuando existen valores altos con bajas frecuencias v los valores mas bajos tienen fre-
cuencias mas altas, se dice que la distribucion es asimétrica a la derecha o que presen-
ta asimetria positiva. En este caso. la rama del poligono de frecuencias a la derecha de
la media es mas larga. Los dos graficos siguientes muestran las dos situaciones para
distribuciones campaniformes.

n f| Distribucion asimetrica a la izguierda LI fi Distribucicn asimeirica a ka derecha
; X X =

En distribuciones campaniformes asimétricas a la izquierda se tiene que
¥ <Me, <Mo, .Y en distribuciones campaniformes asimétricas a la derecha ocurre

lo contrano, es decir, Mo, <Me, <X.

Sobre el grado de asimetria informan varios coeficientes. Uno de ellos es el coefi-
ciente de asimetria de Fisher. que se denotara por g, . definido como

roo= "ui
OB

¢s decir, como ¢l cociente entre ¢l momento central de orden 3 v ¢l cubo de la desviacion
tipica. El sentido de la asimetria lo proporciona el signo del numerador. Recuérdese que

n

Ha =Z(Ii _f}l%a

= +

de modo que se trata de un promedio de las desviaciones entre los valores observados
v la media antmética elevadas al cubo. La magnitud v el signo de estas desviaciones
determinan la forma en que los datos se¢ distribuyen alrededor de la media. Para con-
servar la informacion sobre el signo v la magnitud de las desviaciones es necesario
elevar tales desviaciones a una potencia impar. v teniendo en cuenta que la suma de
estas desviaciones es nula. el momento de tercer orden es la opcion mas sencilla.
Cuando existe simetria, este coeficiente sera nulo. Mientras que si existe asimetria
a la 1zquierda, el promedio esta dominado por las desviaciones x, — ¥ de signo negativo
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v ¢l coeficiente sera negativo. Por el contrario. si existe asimetria a la derecha. el pro-
medio estara dominado por las desviaciones x, — X de signo positivo v ¢l coeficiente
sera también positivo. El denominador que interviene en el coeficiente de astmetria
convierte a este ultimo en un coeficiente adimensional. en el sentido de que no le afectan

los cambios de escala. Por supuesto, ¢l coeficiente tampoco se ve afectado por cam-
bios de origen.

3.4.2. Medidas de ﬂpuntamienm 0 curtosis

Estas medidas resultan apropiadas para medir ¢l grado de apuntamiento en distribu-
ciones campaniformes moderadamente asimétricas. El apuntamiento o curtosis €s un
concepto que trata de reflejar la concentracion de observaciones en la parte central de
la distribucion. Cuanto mayor sca ¢sta concentracion central. mayor sera ¢l apunta-
miento observado en ¢l poligono de frecuencias. Ahora bien la evaluacion del grado
de apuntamiento exige tomar algin punto de referencia. En este sentido, se considera
que ¢l grado de apuntamicnto de la distribucion de una vanable estadistica X . con
media ¥ = g y desviacion tipica 5, =, es normal si la linea descrita por el poligo-

no de frecuencias se aproxima a la funcién

-
@

1 x—pr
_ . s
flix)=——e = 7~
71 ) c:w‘E

Esta funcion corresponde a la denominada funcion de densidad de la distribucion
normal. que se explicara mas adelante cuando se aborde la teoria matematica de la
probabilidad. De momento. basta tener en cuenta que la forma de esta funcion es pare-
cida a una campana, de forma que los valores mas frecuentes deben ser los mas
proximos a la media, v la frecuencia de observacion va disminuvendo simétricamente
a medida que los valores observados se alejan de la media. Es decir,

fix)

k4

De forma que una variable estadistica cuva distribucion presente una forma similar
a la funcion de densidad normal. se dira que posee un grado de apuntamiento normal o
que es mesocurtica. S1 la concentracion de frecuencias en la zona central es mayor, la
distribucion sera mas apuntada v se dice entonces que la distribucion es leplocurtica.
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mas bajos. La distribucién sera mas equitativa cuanto mas se aproximen ¢stos porcen-
tajes a los porcentajes correspondientes de trabajadores, definidos como

P, = E’L‘ 100 . En defimitiva el grado de concentracion o equidistribucion en el reparto

de la masa salarial puede calibrarse a partir del calculo v comparacion de estos poreen-
tajes, tal como se indica en la tabla siguiente.

X, n, |, X1, i, 0= ﬂ- 100 g, = ::—' e [ ()0}
I] ﬁl J!.F"‘;r'l xlﬁl H[ F] ‘.I]

42 2 N, Aalig Uz P2 q

X, n, N ot 3 u, p, =100 g, =100

La curva de Lorenz no es més que la representacion de los pares (p..q,).
i =1...n. enun grafico como ¢l siguiente.

100

100 P

Los pares (p”qr] representados en la curva de Lorenz estaran por debajo de la
diagonal principal, va que g, representa el porcenlaje de salario que absorben los
trabajadores con salarios mas bajos v, por tanto, ¢, < p,. i =L....n =1. De manera que

cuanto mayor sca ¢l drca comprendida entre la curva de Lorenz v la diagonal principal,
mavor ¢s ¢l grado de concentracion en la distribucion salarial.

Una aproximacion al area comprendida entre la curva de Lorenz v la diagonal prin-
cipal puede obtenecrse a través de un indice denominado indice de Gim (Gini.
1953:210-218), que se denotara por /. definido como
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mn—1

d(r.-4)

lrl:."l.

ir n-1

2.2,
=]

Si la concentracion es minima, los valores p, v ¢, estaran muy proximos. Y en la

situacion limite, podria considerarse que p, tiende a igualarse a ¢, . de modo que 7,
tiende a (. Por ¢l contrano, en las situaciones proximas a la maxima concentracion,
los porcentajes ¢, . i =1,....n—1, tienden a 0, de modo que /, tiende a 1. En resu-
men, cuanto mavor sea el indice de Gini, mayor es el grado de concentracion, aunque
un mismo valor de este indice puede corresponder a repartos diferentes.

En ¢l caso de distribuciones agrupadas, ¢l calculo de los ¢, puede efectuarse utili-
zando las marcas de clase correspondientes a los diferentes intervalos. Ahora bien. debe
tenerse en cuenta que tanto ¢l numero de intervalos como la definicion de éstos ticnen
consccuencias sobre los estadisticos empleados para evaluar ¢l grado de concentracion.

SELEIEERE Suponga que la variable estadistica U recoge los salarios mensuales de un conjunto
de 72 trabajadores de una empresa (en euros). Agrupando los valores observados en los intervalos
1,:(1000,1250], 7, :(1250,1500], 7,:(1500,1750], [1,:(1750,2000], 1, :(2000,2250].
: (225&25@[1] . las distribuciones de frecuencias absolutas, acumuladas v relativas acumula-

das son. respectivamente,
((Fon)) UEI0L(1,,38),(1,,12).(4,.7).(15.2) (6. 2)

(LN (101 (15249).(1,.61).(1,.68).(1.70).(1,.72)}

y

o

WF) o 11.0.1528),(1,,06806),(1,,0.8472),(1,,0.9444).(1,,0.9722),(1..1) |

Para evaluar la equidad en la distribucion de salarios en la empresa, puede representarse la
curva de Lorenz v calcular el indice de Gini.

: 7
o , N, ¢, " pi= J::;' e 100 g, = ii 100
1125 11 11 12375 12375 15.28 11.65
1375 38 44 522350 64623 G8.U6 60,82
1625 12 1 19500 84125 84,72 T9.18
1875 7 68 13125 97250 94.44 91.53
2125 2 fil 4230 101500 wi.22 Y3.33
1375 2 72 4750 106250 100 1040

[.a curva de Lorenz es la siguiente.
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9

100

T8 T

20 T

25 T

25 50 75 100 P

(Ybsérvese que la curva esta bastante proxama a la diagonal, lo que sigmifica que la distribu-
cion de la masa salanal es bastante equitativa, Este resultado debe ser confirmado por el indice
de Gini. cuvo valor es

5
, ;“’* 9 363472345.55429241.69
! ip 15,284+ 68.06+84.72+94 44 +97 22

=1

= 00584 .

que resulta bastante cercano a cero.

1)
'@% EJERCICIOS

3.1. Sea una distribucion agrupada en intervalos de amplitud constante tal que, apli-
cando los criterios convencionales, resulta que el valor modal se sitla jusio en el
punto medio del intervalo modal. ;Puede asegurarse que las frecuencias de los
intervalos contiguos al modal son iguales?

3.2. Suponga que se realiza un estudio sobre el numero de automoviles, X, de un
grupo de familias residentes en una zona rural, obteniéndose los siguientes resul-
tados.

X, 0 1 2 3 N
n. 3 14 7 6 30

(a) Calcule los cuartiles y los deciles primero, quinto, séptimo y octavo.
(by Calcule la varianza y la desviacion tipica.
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3.3. Se han recogido las puntuaciones en dos escalas de satisfaccion, X e Y, de

3.4.

3.9.

dos grupos de 6 personas, obteniéndose los resultados que a continuacion se
describen.

X n; Y ”r
60 1 50 1
63 1 68 1
65 2 70 2
68 2 75 1

80 1

Determine cual de las dos distribuciones es mas dispersa.

El siguiente histograma muestra la distribucion de las edades de 100 personas
entre 30 y 90 afios agrupadas en los intervalos (30,40], (40,50|, (50,60],

(60,70], (70,80] y (80,90].

30 -1

10 T

30 40 50 &0 7O BD 90 L

(a) Determine:
(@.1) el nimero de personas con edad no superior a 60 afios;
(a.2) la edad que supera el 25% de las personas;
(a.3) la edad que no supera el 20% de las personas;
(a.4) la edad media, modal y mediana.
(b} Evalde la dispersién de la distribucién.

La siguiente tabla muestra las distribuciones de frecuencias de tres variables
estadisticas que recogen datos relativos al ndmero de trabajos desempefiados a
lo largo de su vida profesional por tres grupos de individuos: jovenes, de edades
intermedias y de edades mas avanzadas, que se denotan, respectivamente, por
A ByC.

A B C
x:' nf nﬂ' n:'
1 6 3 1
2 3 4 3
3 1 3 6
N 10 10 10
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(a) Represente los poligonos de frecuencias.
(b) Calcule el coeficiente de asimetria.

3.6. Un estudio sobre el numero de habitaciones de la residencia habitual de 50 per-
sonas de un determinado colectivo arroja los resultados que se muestran en la
siguiente tabla.

X, 1 3 4 5 10 N
n, 5 12 20 8 5 50

(a) Calcule la media aritmetica, la moda, la mediana y la desviacion tipica.
(b} Calcule los coeficientes de asimetria y apuntamiento.

3.7. Las puntuaciones sobre 20 puntos totales relativas a |la valoracion de la vivienda
por parte de 60 personas estan recogidas en la siguiente tabla.

8 85 105 85 105 45 65 135 13 f 135 12
9 10.35 18 115 145 12 B9 10 10 145 & 10
11 13 13 115 12 105 10 175 115 6 9 8
85 115 12 125 8 115 9 11 & 7.5 g 15
1R 115 13 55 115 12 10 12 9 12 11

Agrupe la variable en intervalos de dos puntos de amplitud y calcule:
(a) moda, media y mediana,

(b) recorrido intercuartilico y desviacion tipica;

(c) coeficientes de asimetria y apuntamiento.

3.8. Suponga que se han registrado los salarios de los 100 trabajadores de cada una
de las empresas A y B y, agrupandolos en los intervalos que se indican, se han
obtenido las distribuciones de frecuencias que se muestran en la tabla siguiente.

Empresa A Empresa B

f n, f n
(1000,1500 20 [100{],151‘.]0: 20
(1500,2000] 35 (1500,2000] 10
(2000,2500 15 (2000,2500] 10
(2500,3000] 10 {EEDD,SDDU: 20
(3000, 3500: 20 (EDDG,SEDG 40

N 100 N 100

(a) Calcule el indice de Gini. /En qué empresa estan los salarios mas equitati-
vamente distribuidos?

(b) Represente [a curva de Lorenz. jEn qué empresa esta en mejor posicion re-
lativa el 20% de trabajadores con salarnos mas bajos?
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4.1 VARIABLE ESTADISTICA MULTIDIMENSIONAL Y DISTRIBUCION
DE FRECUENCIAS

Una variable estadistica multidimensional {X....X ) es un conjunto de observacio-

nes referidas a m magnitudes o caracteristicas para un conjunto de N individuos. En
el egemplo anterior, la poblacion en cuestion es el conjunto de trabajadores de la acti-
vidad v. para cada individuo de la poblacion, se desea conocer su edad v su salario. Si
se definen las vanables X :“edad en afios de los trabajadores™ e Y :“salario anual en
miles de curos de los trabajadores, se tiene que (X.F } es decir, ¢l conjunto de pares
de observaciones que indican la edad v salario de cada uno de los N trabajadores, cs
una variable estadistica bidimensional. Una variable estadistica bidimensional (YY)

se denotara por
(1)o7 )i et .

donde (J:fﬂ _}-';:'r) representa el par de valores observados de las magnitudes X ¢ ¥

para ¢l k -¢simo individuo de la poblacion,

Toda la informacion sobre determinada magnitud que contiene la vanable estadis-
tica bidimensional (X.¥) puede recogerse de forma sistematica a través de la deno-
minada distribucion bidimensional de frecuencias. Es decir, a partir del conjunto de
N pares de observaciones registradas para los individuos de la poblacion, es posible
identificar el conjunto de pares de valores distintos v ordenarlos, primero, en orden
creciente de los valores de una caracteristica v, segundo, en orden creciente de los
valores de la otra caracteristica. S1 existen # pares de valores distintos, este conjunto
pucde denotarse por {1, (5,3, (-3, )}., . Y si cada par de valores

(x,.v,) se ha observado n, veces, entonces el conjunto de informacién puede repre-
sentarse como

{(.I]‘-yll”] )""“-(‘rn?}lulﬁu)}: {(‘rf:-.]’lilﬂl }}f=1, A

¢s decir, indicando la frecuencia absoluta », con que se repite cada par de valores
(x,.y.). Este conjunto de pares define la distribucion bidimensional de frecuencias

U3
absolutas. Por supuesto, se tiene que Zﬁf =M +..+n,=N.
i=1
Pero es mas frecuente definir esta distribucion en términos de todos los pares
que pueden formarse combinando los valores diferentes de ambas caracteristicas.
Suponga que el conjunto de valores diferentes observados para la caracteristica X
€s {Ir }rz.l N {.J.:h_.-.xr_}j mientras que en ¢l caso de la caracteristica ¥ el conjunto

anterior es {)’; } e {J{.....,}. Entonces, la distribucion bidimensional de frecuen-
T=1,.. &

clas pucde cscribirse en términos del conjunto de pares {(IJ*J-’J )k . Toda la

==l



CARITULD 4. VARIABLE ESTADISTICA MULTIDIMENSIONAL B3

informacion que contiene la variable estadistica bidimensional (X .Y) puede recogerse

Jt{xr'~ YisP; )}r 1

donde 5, ; es el numero de veces que se repite el par (\xj._,y ;}__ es decir, #, , es la fre-

en ¢l conjunto

cuencia absoluta del par de valores observados [x,.= ¥ J,J. Ahora se tiene que

L

V302 T 3| i AU VU S B S

=] j=1 i=l

La distribucion de frecuencias relativas de la vanable estadistica bidimensional
(X.Y) puede expresarse como

.....

donde f

/. ; es lafrecuencia relativa del par de valores observados [:f“ Y; } Nolese que

., es la proporcion de casos en los que se observa el par (x,_.y;), es decir,

Y f =Xt )= (ha et )+ 4t 1) =1,

i=t j=I =

Esta informacion puede escribirse en tablas de doble entrada del modo siguiente.

e b Y Vs
X iy OW 4
X H:,] 'Hr.,r " s
X, R, 1, Ry s

A\F ¥ Y Y,
Xy fir Jfl,r /s
X an'l -’ff_.l fa L4
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SELTEE B Suponga que se han registrado las edades en afios v salanos anuales en miles de euros

de 10 trabagjadores. Indicando primero la edad v después el salano, los valores observados

fueron: (20.8), (20.8), (26.,14). (26.14), (33.21). (33.21). (20.8), (20.8), (26.14).
(33,21) . Si se definen las variables X' “edad en afios de los 10 trabajadores™ e } :“salano

anual en miles de euros de los 10 trabajadores™, se tiene que

() ()

-I'i:—l_ JHE

-{(20.8),(20.8).(26.14),(26.14).(33.21) (33,21 ).( 20.8).( 20.8) .(26.14).(33.21)}

La distnbucion bidimensional de frecuencias absolutas de la vanable estadistica {.‘f,}']

puede escribirse como

.....

0 tambhién como

{{ Ko My } }'.'_1 ) i

11.]

$(20,8:4).(20,14:0).(20.21:0).( 26.8:0).(26,14:3).( 26.21:0).( 33.8.0).(33.14:0).(33.21:3}}

Esta ultima distnbueion de [recuencias puede expresarse en la tabla sigmente.

X\F 8 14 21
20 4 0 0
26 () 3 (
33 0 0 3

Y la distribucion de frecuencias relativas de la vanable estadistica (X ¥ ) puede escribirse

LTI

it ()t} 22
{(.a.,_.}?.ﬁ]}j:m.l[zm,&ﬁ | 2614 || 3321

o también como

“ Xt } ]r'=J.E..'- :

{[ED._E;%],{ED,M‘,D],{EG.EI:D]-{EE,E;G].[26114,%],{25,2 |-.D]_{313;1}},{31_14;[:}._[3121;%]}

Y esta ultima distribucion de frecuencias relativas puede expresarse en la tabla siguiente.

XNF & 14 21
20 0.4 () ()
26 0 (.3 ()

33 0 0 (0.3
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L)

T

ST TALRE R Sca la variable estadistica (V,} ), donde Y :“edad en afios de 10 trabajadores™ e

1 “salarto anual en miles de euros de los 10 trabajadores™, tal que la distnbucion de frecuen-
clas absolutas es la que se indica en la tabla siguiente.

XAF e 14 21
20 4 0 {)
26 0 3 ()
33 0 0 3

Esta distribucion puede representarse mediante la nube de puntos que se indica.

Y]
3
71 -+ -
14 —+ -
4
i ®
L 1 |
| I |
0 26 33 X

() tambien a través del sigumente diagrama de dispersion tndimensional

b

=
|
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En ¢l caso de distribuciones agrupadas. el diagrama de dispersion tridimensional
puede construirse dibujando. sobre cada uno de los rectangulos que resulta de cruzar el
segmento que definen los extremos del intervalo 7, : (L _,.L | para la variable estadis-

tica X con el que definen los extremos del intervalo 7, :(}LJ i, 1] para la variable

estadistica Y . un cubo cuyo volumen sea proporcional a la frecuencia », ;. 51 los in-

tervalos 7, :(L,_,.L,]. i=1l...r. son todos de la misma amplitud v lo mismo sucede
con los intervalos /7, : (Lj_l.Llf] . J=NL....5 . entonces la proporcionalidad entre volu-

menes v frecuencias puede conseguirse tomando como altura de los cubos las propias

frecuencias », , o las frecuencias relativas f, ,. Sin embargo. si todos los intervalos

J )

{ . (L,_,J.J]. i=1...r.noson de la misma amplitud, o bien, no todos los intcrvalos

!, 5“*; ],LJ. j=1..5. posecen la misma amplhitud. entonces la proporcionalidad
entre volumenes v frecuencias pucde conseguirse tomando como altura de los cubos

1
las densidades de frecuencia d, ; definidas como d, , =—= siendo ¢, la amplitud

i [
" aa,

del intervalo [, :{Lf_]:fﬁ.] y «; la amplitud del intervalo /. (L;_UL;:I ;

o

4.3 DISTRIBUCIONES MARGINALES

A partir de la distribucion bidimensional de frecuencias, es posible determinar el nu-
mero de veces que se observa cada uno de los valores de una u otra de las dos magn-
tudes que defingn la vanable cstadistica bidimensional. Esta informacion sobre cada
una de las dos variables unidimensionales queda recogida en las denominadas distri-
buciones marginales.

Sca una variable estadistica bidimensional (X.Y) cuva distribucién de frecuencias es

{(I"’-F_T:ﬂf-.-’ }J{z_],...r'._,l'—l.. v
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S1 s¢ representan estas frecuencias {rzz J,-} ] ., en una tabla de doble entrada.
: I=i..... roj=l,....5

las distribuciones marginales pueden obtenerse sumando las filas o las columnas. Es
decir, las frecuencias !{Hr__}r_l , correspondientes a los valores {x,}_, . delavaria-

ble estadistica X' pueden obtenerse como

&
", =ZHL_?- W .
J=1

Del mismo modo, las frecuencias iﬂ.,j ::.—1

de la vanable estadistica ¥ pueden obtenerse como

v
H*'\._.r. - ZHI!'\-_,?. 2 1} = l-"..-'lg =
=1

correspondientes a los valores {y %
s =1, s

AANY W ¥, Vs
X n, M L .
I:‘ Hr’_] Iﬂlr._.l Hr_.*; Hr’,l
I’ H"'J H"-J HJ'. 5 H; .
M. H-,_,u ", . N

Asi. la distribucion marginal de la variable estadistica X viene dada por

)],

mientras que la distribucion marginal de la variable estadistica ¥ es

(n.,)]

Una vez obtenidas las distribuciones marginales de frecuencias absolutas se pueden
obtener las distnnbuciones de frecuencias relativas. En el caso de la variable estadistica
X . la distribucién de frecuencias relativas es

{(x. £}, .

izl s )

donde
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La distribucion de frecuencias relativas de la vanable estadistica ¥ ¢s

{(yi’ﬁ-i)},.el, -
dondec
n,
fo,= qu I .

4.4 DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS

Las distribuciones condicionadas recogen la distribucion de frecuencias de una varia-
ble cuando la ofra toma un valor dado. Sea una variable estadistica bidimensional

(X .¥) cuva distribucién de frecuencias es

{(I.«* J}_I;Hr"f )}r T

La distribucion de frecuencias de la variable estadistica ¥ condicionada a que la
variable estadistica X tome el valor x . que se denotara por ¥/X =x, , recoge el

el ]

numero de veces que sc observa cada uno de los valores de la vanable estadistica ¥
en el conjunto de observaciones tales que X = x,. Es decir, para cada uno de los valo-

res x.. f =l....7. que toma la variable estadistica X . se obtiene una vanable estadist-
ca ¥ /X =x, cuya distribucion de frecuencias absolutas es

{(}’ﬂ”n;]}i g it

mientras que la distribucion de frecuencias relativas de esta variable viene dada por

(SO0 S
donde

De la misma manera, la distribucion de frecuencias de la varnable estadistica X
condicionada a que la variable estadistica ¥ tome el valor y, . que se denotara por

X /Y =y, recoge el nimero de veces que sc observa cada uno de los valores de la
variable estadistica X en ¢l conjunto de obscrvaciones tales que Y = y;. Es decir,
para cada uno de los valores y,. j=1...s. que toma la variable estadistica I, se ob-

tiene una variable estadistica X /¥ = y, cuya distribucion de frecuencias absolutas es

{(Ir,ﬂfr_j ]}r'=l_ K
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mientras que la distnbucion de frecuencias relativas de esta variable viene dada por

=0 -

donde

FE G ® Y Sca la vanable estadistica (,‘f,}' } donde X “edad en afios de 20 trabajadores™ e ¥ ¢

“salario anual en miles de euros de los 20 trabajadores™. tal que la distnibucion de frecuencias
absolutas es la que se indica en la tabla sigmente.

X\vF 8 14 21
20 3 I 0 G
26 1 3 2 8
33 I 1 4 6
7 7 6 20

La distribucion marginal de la vanable estadistica X' viene dada por
(o)) 1(20.6).(26.8),(33.6)].

mientras que la distnbucion marginal de la vanable estadistica Voes

(e ) (87).047).(216)}

Y las distnbuciones margimales de Trecuencias relativas son

(= £, 0 {(E“~%]-[Eﬁ%]’(“%]}

{E709) | S {[3;—'}}[ 14’;_9]‘[31’26—0]} |

[.a distnibucion de frecuencias absolutas de la variable estadistica ¥ /¥ =20 es
(rom,)h o 1(85).(14.1).(210)).

=1_.3

v su distnbucion de frecuencias relativas es

77 S {[3,2},(14&}[31&1}}

Para la vanable estadistica 7 /Y =26 estas distribuciones son

{(».m, }F]____j;{{3,1},[145]1(21@}}
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1
H.' ! N J'Ir: -Jlr:- J ' : y
E—= =—— ==/ j=L..5, i=L..r.
2z e Hie Jia e Fom -
N
v lambién
ﬂ L ] L | 5
Jf|,l =—L= i = J = =f1'_-s f:]!,”__re Jr-:]?'"?"’"
n, ; n, Jf_‘j.
N

Estas 1gualdades significan que la distribucion de frecuencias relativas de una variable
no cambia conforme varia el valor de la otra.

SEUTILEE R Sea la vanable estadistica (X.1), donde Y :“edad en afos de 30 trabajadores” e

¥ "salario anual en miles de euros de los 30 trabajadores™. Suponga que la distnibucion de
[recuencias absolutas es una de las tres que se indican en las tablas sigmentes.

(a)
vy 8 14 21
20 5 0 0 5
26 0 20 0 20
33 0 0 5 5
5 20 5 30)
(b)
vy 8 14 21
20 3 ] 0 4
26 0 18 , 20)
33 1 | 4 &
4 20 0 30)
(c)
Xy 8 14 21
20 3 3 3 9
26 4 4 4 12
33 3 3 3 9
10 10 10 30

Fn el caso a), existe una relacion funcional perfecta entre X e V. Se tiene que la distnibucion
de frecuencias absolutas de la vanable estadistica ' /X =20 es

{{_vj__n]d.)]f o {(8:3).014.0).(20.0)}.

Para la variable estadistica } /X = 26 esta distribucion es

((vm:,)) |+ {(8.0).(14.20).(21.0)).
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Y en el caso de la vanable estadistica /U =33 se tiene que

Es decir: s1 .V =20, siempre ocurre que } =8 s1 X =26, siempre ocwrre que I =14 51
XN =33 siempre ocurre que V=21, Fl salario crece en la misma magmitud que la edad de
acuerdo con una relacion lineal. Por otro lado, las distribuciones de frecuencias absolutas de las
vanables estadisticas X /Y =8, X'/¥V =14 v X/} =21 son, respectivamente,

{(x-m0)f | :{(20.5).(26.0).(33.0)}.

{(xons)f | 11(20.0).(26,0).(33.5)].

lo que confirma la relacion funcional perfecta entre X ¢ 1

En el caso b). el aumento de la edad produce generalmente un incremento salarial. pero la
variacion entre ambas variables no se ajusta a una relacion funcional perfecta. Ahora bien.
tampoco existe independencia estadistica entre .Y ¢ ¥ . De hecho, las distibuciones de fre-
cuencias relativas de las vanables estadisticas ¥ /X =20, F/X =26 ¢ Y /X =33 son

(v f)} {(3&}[14&],(3111}}7

(Ot G0 (103 (25)

s (8} b))

respectivamente. De modo que el valor que toma la vanable estadistica v modibica la distr-
bucion de frecuencias de la vanable estadistica ¥ . En el musmo sentido, las distnbuciones de
frecuencias relativas de las variables estadisticas X' /' =8, X'/V =14 v X'/}Y =21, son

{(x- £}, {[1{1&],(1{1{1],(33&]},
(e A ) 3]

{E 77| . {(mﬂn}__[zﬁé]__(fﬁ,g]}

Por tanto, se vuelve a confirmar el sentido de la relacion entre X e ¥

En el caso c). no se aprecia un sentido dominante de la relacion entre ambas magnitudes. Se
tiene que las distmbuciones de frecuencias relativas de las vanables /XU =20, F/UV =26 ¢
Y/X =33 son
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(sl o {[SLNH%MM%H |
{(}‘yf;.-:)}jﬂ,_ S {[8%][]4%](21%]}

(O (33 (143) (25))

Por tanto, el cambio en el valor de la vanable estadistica X no modifica la distribucion de

frecuencias de la vanable estadistica ¥ | es decir, existe independencia estadisticaentre X e V.
La misma conclusion se obtiene s1 se observa que las distribuciones de frecuencias relativas de
las variables X /Y =8 X /Y =14y X /¥ =21 son

(5 f))., {[3“ m] [EE’ JJ [“ %J}

(il s | (255 2955 ) (255
{{Rihalls . {(3“1—;][3{‘%} [“ %J}

En definitiva, el grado de relacion entre los componentes de una variable estadisti-
ca bidimensional puede oscilar entre la independencia estadistica v la relacion funcio-
nal perfecta. En cualquier caso. es importante advertir la distincion entre dependencia
estadistica y causalidad. de modo que la relacion estadistica observada sea interpretada
en sus justos términos v no se derive de ella una relacion causa-cfecto que. en todo
caso. podria justificarse si exisle una teoria que la sustente.

> EJERCICIOS

4.1. Sea la variable estadistica {X,Y} , donde X “edad en afios de 100 trabajadores” e

Y “salario anual en miles de euros de los 100 trabajadores”. Suponga que las eda-
des se han agrupado en los intervalos {/,} tales que f,:(20,30], 1,:(30,40] y

I :(4E,ED] , mientras que para los salarios se han definido los intervalos [Ij }‘r_=12 .

tales que /,:(10,20] y /, :(20,30]. Si la distribucién de frecuencias absolutas es

=125 !
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EU""’.J:;””)}J 123512 :
{(4.1:20),(4,1,20),(1,,1420),(1,,1,:15)(1,.4,;15),( 15, 1,,10) }

exprese esta informaciéon en una tabla de doble entrada y represéntela mediante
un diagrama de dispersion tridimensional.

Sea la variable estadistica (X,‘f} . donde X *horas semanales de esiudio de 30

alumnos universitarios™ e Y :"horas semanales de television de los 30 alumnos®.
Suponga que la distribucién de frecuencias absolutas de esta variable es una de
las gue se expresa en las tablas siguientes:

X\Y o 14 21
7 0 0 10
14 0 2 0
21 8 0 0

X\Y 7 14 21
7 0 2 8
14 4 8 0
21 4 2 2

(a) Obtenga las distribuciones marginales correspondientes a los dos casos.
¢ Puede determinarse la distribucion conjunta a partir de las marginales?

(b) Utilizando la segunda tabla de distribucién de frecuencias de [J{',Y) . obtenga
la distribucion de frecuencias relativas de las variables A _7 /Y. _14 Y

% 91 i Diria usted que los alumnos que ven mas horas de televisidn es-
fudian menos?

Sea la variable estadistica (X,Y ), donde X :“porcentaje de hombres residentes
en 100 municipios” e Y "% de mujeres residentes en los 100 municipios”. Su-
ponga que los porcentajes de hombres y mujeres se han agrupado, respectiva-

mente, en los intervalos {/, }H? , tales que /,:(0,50] y /,:(50,100], y en los inter-

valos {!J }r-ﬁ" tales que /,:(0,50] y /,:(50,100|. Suponga, ademas, que la

distribucion de frecuencias absolutas es

{Uﬂ'i,';”r',.r”' 'I(‘rv"'-.;ﬂ}r“w‘rziﬁﬂ}!(f:uf-f-q'ﬂ)'“:sf::ﬂ)} '

otz miz L

;Diria usted que X e Y son independientes? ;Qué grado de dependencia es-
tadistica existe entre estas dos variables? ; Existe solo dependencia estadistica?
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Medidas caracteristicas de

distribuciones
multidimensionales

En el capitulo precedente se sefialo que la necesidad de superar el ambito umidimen-
sional quedaba justificada porque las variables estadisticas multidimensionales aportan
informacion que no se obtiene a partir de las distribuciones marginales. Esa informa-
cion anadida es la referida a la relacion entre los componentes de la variable multidi-
mensional. En este capitulo se estudian el grado v la forma de las relaciones entre
dichos componentes. De nuevo. se prestara especial atencion al caso bidimensional.

Por ejemplo, para obtener una conclusion mas fundada acerca de la impresion exis-
tente sobre el efecto de la edad sobre el salario entre los trabajadores de determinada
actividad. es preciso obtener una serie de medidas que caractericen la informacion
conjunta sobre edades v salarios de estos individuos. Tales medidas se expresan, por lo
oeneral. como funcion de momentos. cuva definicion se aporta en el primer epigrale
del capitulo. De este modo se obtiene informacion referida a las caracleristicas que
como variables estadisticas unidimensionales poseen cada uno de los componentes
de una variable estadistica bidimensional o multidimensional. Pero ademas existen
determinadas medidas que tratan de reflejar el grado. e incluso el tipo. de dependencia
estadistica entre dichos componentes. Estas otras medidas seran objeto de estudio en
los restantes epigrafes del capitulo.

5.1 MOMENTOS

[.a mavoria de las medidas caracteristicas de una variable estadistica multidimensio-
nal se definen, como en el caso unidimensional, en términos de momentos, que son
funciones de los valores observados de la vanable estadistica. Sea una variable esta-

distica bidimensional (X,}) cuya distribucion de frecuencias viene dada por
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et

ﬁfn.:=i2(Fi-—F __Z[.}’ —J"}' i

=1 j=l

Y. como se deflinira mas adelante. el momento central de érdenes 1 v 1. definido como

= ZZ{I =307 —}-‘)

i=1 j=I

es la covarianza de la variable estadistica (X.Y). que se denotara por S, ,. Este mo-

menio puede expresarse en términos de los momentos respecto al origen. En concreto.
se tiene que

ZZ(A: -y, -7 ZZ{I} -y, —IJ+IF} '

=1 j=l =1 =1

=my, —XY-FX+X Y =m, —mgm,,

W Sea la vanable estadistica [.‘L"s}'}, donde .\ “edad en afios de 30 trabajadores™ e

¥ salanio anual en miles de euros de los 30 trabajadores™. Suponga que la distribucion de
frecuencias absolutas es la que se indica en la tabla siguiente.

NAF & 14 20

20 3 2 3 9

26 4 4 12

32 3 3 3 9

1Q 10 10 30

bEntonces,

5 Ai.. ¥ H.__j g 3 1 'H[___r _ 3 ﬂ‘ _J 12 I:.T} _ _
f’h.u—EZ%H——Z%ZF—;% 30 —Eﬂﬁ+2{’1—ﬂ+?21—ﬂ—2{’—r.

Del mismo modo.

3 3
my =YYy =Yy Y oSy g 24202 1=
i1 T

Pt ~~130° 30 30 30

También se tiene que

2l o002 2 196212 1392 2 _go76
=l =l J:"'I.' q{_] 3[} 3':.}

-ir”,:}-\.z }JE”;_:E=R].E 141E Eﬂﬁﬁzzlﬂl_
2 TN 30 30 30




82 CONCEPTOS BASICOS DE ESTADISTICA PARA CIENCIAS SOCIALES

mientras que
"

: H
My = ZZ'TJJ'JJ % =364 .
i=1 :

=l

Tambien se tiene que

rt

§3 =gy, = Y (x, - 26)° % =216.
=l $

2 f - X H'.
Sy = Hya = ZU’; —14)y —=124
e 30

Syp =gy, =my —m g, =304-364=0.

1077700

5.2 COVARIANZA Y COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

La covarnianza v el coeficiente de correlacion lineal son dos importantes indicadores
del grado de relacion lineal entre los componentes de una variable ¢stadistica bidimen-
sional. Sea una variable estadistica bidimensional (X.¥) cuya distribucion de fre-

cuencias viene dada por {(x }:f;nf_f]}_ . Como va se ha indicado. la cova-
’ ' e PSRN S Sl BERTRY. |

ranza se define como

r &

1
Ser= 22,6~y - D=
1

i=1 I|:=

Se¢ trata, por tanto, de un promedio ponderado de los valores de la funcidon
(x; —x){y; — ¥) en cada uno de los pares de valores observados (x!.__y I.)_

De este modo. si los valores observados de la variable estadistica (X.Y) se distri-
buyen como se representa en el grafico siguiente

-

“
o
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el signo de las diferencias (x, —¥) e (y, —¥) es siempre ¢l mismo, de tal manera que

la covarianza ¢s un promedio de cantidades positivas v sera entonces positiva, Notese
que, en este caso, cada vez que el valor de la variable estadistica X esta por encima
de su media. el valor de la variable estadistica ¥ también esta por encima de su media.
D¢l mismo modo. cada vez que ¢l valor de la varable estadistica X' ¢sta por debajo
de su media. el valor de la variable estadistica ¥ también esta por debajo de su media.
Las dos variables tienden a covariar en ¢l mismo sentido. es decir. existe una relacion
lineal directa entre X e ¥ . Sin embargo. st los valores observados de la variable es-
tadistica (X.¥) se distribuyen como se representa en el grafico siguiente

Ll

I
- %
R L

las diferencias (x, —X) e (¥, —¥) son siempre de signo contrario, de tal manera que

la covarianza ¢s un promedio de cantidades negativas v sera entonces ncgativa. Notesc
que. en ¢ste caso, cada vez que el valor de la varniable estadistica X' esta por encima
de su media, el valor de la vanable estadistica ¥ esta por debajo de la suya. Y cada
vez que ¢l valor de la variable estadistica X esta por debajo de su media, el valor de
la vanable cstadistica ¥ esta. en cambio, por encima de su media. Ahora las dos va-
riables tienden a covariar en sentido inverso. s decir, existe una relacion lingal inver-
saentre X e ¥ .
Suponga que la distribucion de frecuencias ¢s una de las dos siguientes

L5 f,
Y, - Y, ®
)
L
[ ]
5 o o . o

i ] o i

W = i

: . ¥ &

- L ]
O ]
&
. O
9 L ]
X H % A

v que todos los pares observados tengan la misma frecuencia. En el caso de la 1zquier-
da. la covarianza sera posiliva. va que se estan promediando. con igual ponderacion,
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valores positivos y negativos, pero la dimension de los valores positivos ¢s mayor. En
cambio. en el caso de la derecha, la covarianza sera negativa. Finalmente, si la distr-
bucion de [recuencias es la siguiente

Lo
|
o
®
o
_ s °* e
¥ (s ™ _
© o
o ®

x 1

v resulta que los pares correspondientes a los puntos no sombreados poseen mayor
frecuencia. entonces la covarianza sera positiva. Lo contrario ocurrira si los puntos
sombreados son los que poseen mavor [recuencia. En definitiva. el signo de la cova-
rianza indica el sentido dominante de la relacion lineal entre X e Y . Por otro lado. la
magnitud de la covarianza sera mavor cuando todos los pares son tales que los produc-
tos (x, =X)(y,—¥) son del mismo signo. En cambio, si ocurre que cuando ¢l valor de

la variable estadistica X esta por encima de su media. ¢l valor de la variable estadisti-
ca ¥ esla en ocasiones por debajo de la suya v en otras por encima. la covarianza sera
un promedio de cantidades posifivas y negativas v. por tanto, la magnitud de la cova-
rianza sera mas pequefia. Por cllo, la magnitud de la covarianza puede interpretarse
como Indicador de la intensidad de la relacion lineal entre X' e ¥ . 51 no existe rela-
cion lineal. la covarianza sera nula.

W Sea la variable estadistica {ffJ' }ﬁ donde .\ “edad en afos de 30 trabajadores™ e

¥ “salario anual en miles de euros de los 30 trabajadores™. Suponga que la distribucion de
frecuencias absolutas es la que se indica en las tablas sigwentes.

(a) YA\F 8 14 20
20 5 0 0 5
26 0 20 0 20
32 0 0 5 5
3 20 5 30
(b) XNy 8 14 20
20 4 1 0 5
26 0 18 2 20
32 1 1 3 5
5 20 5 30
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% ¥y

e
-

=

X 1

En este sentido, resulta interesante buscar un coeficiente que mida el grado de n-
tensidad de la relacion lineal sin que la magnitud cambie por efecto de las varianzas.
Este coefliciente es el coeficiente de correlacion lineal. que se define como

*51.1' &
5.8,

Pxy =

El signo de este coeficiente es ¢l signo de la covarianza. de modo que este coeficiente
mdica el sentido de la relacion lineal entre X' e ¥ . Pero, ademas. este coeficiente es
adimensional, ¢s decir, no depende de la escala de medida de las variables. De modo
que, st aumentan las varianzas de las dos variables, pero no se modifica la intensidad
de la relacion, la magmitud de este coeficiente sera la misma. De hecho. ¢l coeficiente

de correlacion entre X e ¥ es el mismo que entre Z* v Z' _siendo Z" v Z' las
correspondientes variables estandarizadas. Notese que

Z" ZF v -y -¥\n., 8.,
e gHER ,SI_ S LT f ] - o — == — g
PE 12? d’ ‘El SIJ{ J ::;Jr N S:‘l- .‘-;ir p_i J'

=l J=1 :

Por tanto, la magnitud del coeficiente de correlacion lineal es un indicador adimen-
sional de la intensidad de la relacion. En el caso de que no exista ningun tipo de rela-
cion lineal, la covarianza sera nula v, por tanto, el coeliciente de correlacion también
sera nulo. La otra situacion extrema es aquélla en la que existe una relacion lineal
perfectaentre X e Y . es decir, las dos variables covarian siempre en sentido directo
o mverso v, ademas. el cambio en una de las variables determina la magnitud del
cambio que se produce en la otra variable. Si esto ocurre, todos los pares de valores

(:.q. ¥y j-) cstaran situados sobre una recta de pendiente no nula. ¢s deeir, 1, , #0 s1y
solo s1 el par (x]-,yj-) es tal que y, =a+bx;. con b0, Sc tiene entonces que
v =a+bx  de modo que

. ros 3 _ HL.I' -". ¥ _\a Hf_,f ”

Sy = ZZ(-‘% & I)‘b(xf - I) e E]ZZ(Ir’ _I) —=bdy

N 4 N

=] =l i=] j=1
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20 1T L

0 22 200N

Puede advertirse que los pares obscrvados de la variable estadistica (V.1 ) son tales que cuando

la edad pasa de 20 a 26 afios, el salario aumenta de 8 a 14 mil euros, mientras que cuando la
edad pasa de 26 a 32 afios, el salano aumenta de 14 a 20 mul euros. Es decir, existe una rela-
c1on hineal perlecta de pendiente unitania. Dado que existe una relacion lineal perfecta v que la
relacion es directa, puede deducirse que g, , =1 De hecho, va se habia obtenido que ¥ =26,

v=14 v 5§, =12 de modo que

F
r

A

Sy =t =D (x,~26) =12
=1

30

b - 1 i,
Sy == (y,-14y =L=12.
ol 30

Entonces

5.3 CONCEPTO ESTADISTICO DE REGRESION

La relacion entre vanables estadisticas puede ser lineal o de cualquier ofro tipo v, por
cllo, conviene disefiar instrumentos que, contando con la ayuda que proporciona la
representacion grafica, permitan detectar cual es la expresion analitica que mejor capta
tal dependencia. Pues bien, ese instrumento es la regresion, es decir, la linea que une
las medias condicionadas. Para que este concepto resulte operativo. sobre todo a
efectos predictivos, conviene formular una hipotesis sobre el tipo de funcion que
mg¢jor s¢ ajusta a la forma de la relacion observada entre las variables. Tanto ¢l con-
cepto de regresion en términos de medias condicionadas como los ajustes funcionales
se introducen a continuacion.
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5.3.1. Medias condicionadas

Sea una variable estadistica bidimensional (X.Y) cuya distribucion de frecuencias es

i{Ir‘}IJ;”*-J')}f=l_ Fof=lo.8

Sean, ademas.

F(‘-F,rr”f,_;J;Fl"_ g e |._..,.r

b o

{[I!"H?'-I)}r—]-.. A ; = L'“”‘S ’

las distribuciones de frecuencias de las variables estadisticas ¥/ X =x.. i=1l...r. v
X/Y =y, j=Ll.,5, respectvamente. Cada una de estas distribuciones condiciona-

das corresponde a una variable estadistica unidimensional, que tendra su correspon-
diente media. Es decir,

i1 .
3 I:l-.-----hrr
L

i
"

% =x, =§}’1;

L

—— ll. ”
X _ i.] _
Az}t‘ I_ZI‘” 2 v'lr l.""".!'?-

i=l L

Entonces. la observacion de los cambios en las medias de las vanables V/X =x,
cuando cambia el valor x, muestra la forma en que los cambios en X' producen cam-

bios en I . Del mismo modo, la observacion de los cambios en las medias de las va-
riables X /¥ =y, cuando cambia el valor y, muestra la forma en que los cambios en

' producen cambios en X . Pues bien, la linea de regresion de ¥ sobre X es la linea
que une las medias de las variables Y /X =x ., i=1....r. ¢s decir, la linea que une los

puntos [x”%- i j i = L....r. Mientras que la linea de regresion de X' sobre ¥ es

la linea que une las medias de las vanables X /¥ =y, . j=L..s, es decir, la linea

que une los puntos [yj,% - J, PR TR
S

En el grafico siguiente, sc mucstran las lineas de regresion de ¥ sobre X | regre-
sion Y/ X .yde A sobre ¥ ,regresion X /Y . para una distribucion determinada.
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Regresion Y/ X

]
— Re presiom XY

Las lincas de reeresion anteriores mucstran la existencia de una relacion lincal en-
tre X ¢ ¥ . 51 alguna de las lineas de regresion es constante, no existe relacion lincal

entre las variables. Supongase que %, _, =k, i=1..r Entonces

o ZZL Z "ZJ’ _ zz .

i=l j=I 'J

mientras que

" | =ii-“t‘r3J —L = ZI Z}r Z o

=l j=l r.l' =1

de modo que
Syy =ty —y gy, =kx —Xk =0.

Notese que si la media de ¥ no crece ni decrece cuando cambia el valor de X . no
existe tendencia de covariacion lineal directa ni inversa. Aunque puede existir relacion
de otro tipo.

FE LT Sea una variable estadistica ndimensional {_‘L'_J.r'} con distribucion de frecuencias

unitaria tal que
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En este caso, se liene que 4.

¥y =0, j=123 Portanto, no existe relacion lineal entre
=y,

X e T . Sin embargo, puede advertirse que % T x,:, i=1,2,3,4,5. De hecho, todos los

pares observados { X, ¥, ] son tales que v, = x,”, s decir, existe una relacion funcional perfec-

ta entre X' e I, pero de tipo parabolico.

El gjemplo anterior ilustra también el hecho de que la ausencia de correlacion li-
neal no implica independencia estadistica, aunque, como se ha explicado. la indepen-
dencia estadistica si implica ausencia de relacion lineal.

5.3.2. Ajustes funcionales por minimos cuadrados

El calculo de las medias condicionadas puede avudar a identificar la forma de la rela-
cion entre las variables X" e } . Pero, una vez elegida la forma funcional que. en prin-
cipio, parcce ajustarse mejor a los datos. ¢s necesario obtener los parametros, desco-
nocidos a priort, que intervienen en e¢sa formulacion. En este sentido, puede acudirse
al método de los minimos cuadrados como criterio de ajuste de relaciones lineales v
no lineales.

Supongase que se asume que la variable A puede explicar los valores de la varia-
ble ¥ de acuerdo con la forma funcional [ . Es decir, y *= f(r,.), donde y * esel

valor ajustado de la vanable explicada cuando la variable explicativa toma el valor x. .
En la funcion f . va sea lincal, parabolica o de cualquier otro tipo, intervendran para-
metros que habra que determinar para obtener los valores v, *. El criterio de los mi-

nimos cuadrados consiste en elegir los valores de los parametros que minimizan la
suma de cuadrados de los errores o residuos del ajuste. €, ;588 decir, los cuadrados de

las diferencias entre los valores observados y, y los valores ajustados y, *.

Supongase que / es una funcion lineal, entonces el grafico siguiente expresa los
errores del ajuste que se cometen cuando se efectua el ajuste lineal.
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et

¥ & r & r &
" z: . 2
E E .kryjﬂrlj~{l*§ E ArH,_I+b§ E X, n

i=1 j=I i=l J=I i=l =l
Dividiendo por N en ambos miembros de la primera ecuacion, se tiene que
y=a+bx.

es decir,

v sustituyendo en la segunda ecuacion

r 5 ¥ & v 5 Z r F
Z Z ¥ Py FZZ o 4% IJZZ Xy Wi bfzleﬁh.a
i=1 Jf=l I=]l j=l i=1 J=1 f=1 =l
St en esta ultima ecuacion se dividen ambos miembros por N | resulta que

IPITI ) 2 WA W IR 2 I

i=l j=l i=1 j=l =1 j=1 =l j=l

cs decrr,
mlll—}r_‘f:b(mz—f:),

de modo que.

Los valores de los parametros ¢ v & que anulan las derivadas parciales corresponden
al minimo de la funcion si v solo si la matriz hessiana de segundas derivadas parciales
con respecto a los parametros a y b, evaluadas en los valores identificados para estos
parametros, es definida positiva. Esta segunda condicion se verifica siempre en los
problemas de ajuste por minimos cuadrados tratados en este texto'.

El parametro # se denomina cocficiente de regresion, El signo de este parametro
viene determinado por el signo de la covananza. Notese que si1 este parametro es posi-
tivo. los valores de las variables estadisticas X' ¢ ¥ tienden a moverse en el mismo
sentido v la covarianza sera positiva. Por ¢l contrario, si el parametro es negativo. las
dos variables tienden a moverse en sentido inverso, de modo que la covananza sera
negativa. Por otra parte. ¢l parametro 5 es la pendiente de la recta y * =a +bx;. es

.-'I*

decir, =b . de modo que dy *=bdy, Como muestra el gralico siguiente, la

ﬂxj

* Wéase Martin v Martin (1989: 130} v Casas y Santlos {1995 148-149).
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Puede advertirse que existe una relacion lineal perfecta de pendiente unitaria. De hecho, si
se ajusta por minimos cuadrados la funcion lineal v *=a+ by, , se tiene que
L 5'.1.'.1' =

o ¥
Ny

mientras que
a=y-bx=14-26=-12.

En ¢l ejemplo antenor. el ajuste es perfecto. Existe una relacion lineal perfecta v,
por tanto. no existen errores en ¢l ajuste. Pero. en general. el ajuste por minimos cua-
drados no es tan bueno v aparecen residuos o errores del ajustle. siendo conveniente
evaluar la bondad del ajuste.

5.4 MEDIDAS DE BONDAD DE AJUSTE

Una vez que la forma de la relacion entre variables ha sido completamente especifica-
da, puede evaluarse la bondad con que la regresion obtenida se ajusta a los datos ob-
servados. Desde este punto de vista, pueden utilizarse los coeficientes de determina-
cion, que expresan la proporcion de la variabilidad de una variable que resulta
explicada por la variable explicativa en el ajuste obtenido.

Sea una variable estadistica bidimensional (X',¥) cuya distribucion de frecucncias cs

X.v..m )} ]
{{ ”-}I.? Wil =1 ri=l..8

Supongase que se efectua el ajuste por minimos cuadrados de la relacion funcional
y*= f(x.). El ajuste sera mejor cuanto mas se aproximen los valores observados ¥,

v los valores ajustados y;* . En este sentido, la bondad del ajuste estara inversamente

relacionada con la suma

» E

ZZ(_}'J = *}111‘.__’ :

=1 s=1

La suma antenor recoge la vanabihidad no explicada por ¢l ajuste. pero parece conve-
niente expresar esta variabilidad como proporcion de la variabilidad de la vanable que
s¢ pretende explicar, La vanabilidad de la vanable explicada puede medirse mediante la

varianza de la vanable Y . S; . mientras que la vanabilidad no explicada puede defi-
nirse como la varianza residual, 5',.2, es decir, como la varianza de los residuos del

ajuste dada por

r &

17 2 ”a.
=2\t 5

i=1 j=1
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Notese que s1 en la funcion ajustada se introduce término independiente. la media de
los residuos sera nula.
Entonces. como coeliciente de bondad de ajuste puede emplearse el denominado

coeficiente de determinacion general. R . definido como

-
i

- S,
RE=]—-—
Sy

. . 2 2 ?
S1 el ajuste es perfecto. S” =0, de modo que R =1. Y cuanto peor sea el ajuste. ma-
vor serd la varianza residual, de modo que ¢l coeficiente R sera mas pequerio. En
general, v salvo que en la relacion funcional no se incluva un término independiente,
5. =57 . de modo que el coefliciente de determinacion sera no negativo. En el caso de

que la varianza residual coincida con la varianza de la variable explicada. es decir,
cuando el ajuste no consigue explicar nada de la vanabihidad de la variable ¥ | se tiene

:
que K" =10,
En el caso de un ajuste lineal especificado con término independiente, y * =« + bx, .

el coeficiente de determinacion coincide con ¢l cuadrado del coeficiente de correlacion
lingal. Notese que. en este caso.

=2, 3= T2 (avbn)) =

i=l j=1 i=1 =l

i=l =l

s (SerY wr aSvr o e Spp
=-5_.'|'( AJJ&SE—_E il E'--=I5'-.— i

12 ] Xl ¥ 2
s s s

Por tanto,

e I 0 1 2
: I-S'_ 15_1 S‘\_ ] i
q_ H‘r* 3 S prln ]' :
i . L 1

o,

¥

Ademas. en ¢l caso del ajuste lineal con término independiente, ¢l coeficiente de
determinacion puede cxpresarse de otra forma. Teniendo en cuenta que

U #*
J_rJI. = y." +E:_j?
de modo que.
=Y =y, ¥ -V+e
-}.n' -} A y Lpr

la varianza de la variable explicada ¥ puede expresarse como
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resulta que

ii(}.—j*_}) ,,?_ZZ{G+IH —y) F-_

jml jml iml g=]
—HZZ% +bZZr€ yZZeu aa
=1 j=1 i=1 j=1 f=

Por tanto,

s¢ tiene que

11' '12 1“
Lﬁ}_ = i }'* + J.'S-.ﬂ .

I

Asi pues, ¢l coeficiente de determimacion puede escribirse en el caso ineal como

1_'I 'Ii-I -1 1
: S Sy — 8 Spa

R.-:l_ ll*.-:I_ : ‘| = 5 -
Sy Sy

-

es decir. el coeficiente de determinacion indica la proporcion de la variabilidad de la
variable ¥ que resulta explicada por la regresion lingal.
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Finalmente, conviene sefialar que los ajustes funcionales resultan muy utiles a efec-
tos predictivos: es decir, con ellos es posible pronosticar ¢l valor de la variable expli-
cada a partir del conocimiento de los valores de las variables explicativas. Ahora bien,
la confianza de la prediccion no puede derivarse exclusivamente de la bondad obteni-
da en el ajuste para los datos observados, sino que dicha confianza esta condicionada
a una hipotesis de esiabilidad en la relacion. En este sentido. es importanie considerar
la posibilidad de que la relacion obtenida sea una relacidn espurea, es decir, tal que la
corrclacion estadistica no sc¢ corresponda. sin embargo, con una relacion de causali-
dad. como va se adelanto en el capitulo anterior.

FEUTCEEN Sea otra ver la vanable estadistica l:."lf,l']~ donde Y : “edad en afios de 30

trabajadores™ ¢ I “salario anual en miles de curos de los 30 trabajadores™ Suponga que la
distribucion de frecuencias absolutas es la que se indica en la tabla siguiente.

X\ 3 14 20)
20 5 0 0 5
20 () 20 0 20
32 0 0 3 3
5 20 5 30

Se¢ habia comprobado que ¥ =26, ¥=14. 8§, =12. 8§ =12 v §, =12 Y en este caso, si
se ajustaba por minimos cuadrados la funcion lineal v, * = a+ bx, . se obtenia una relacion

lineal perfecta dada por y *=-12+x,. Dado que el ajuste es perfeclo. se lene que 87 =0y,

por tanto, B =1. Este mismo valor se obliene si se expresa el coeficiente de determinacion
como el cuadrado del coeficiente de correlacion Ieal, es decir,
1 3 )
:_ Ser 12°

= 43 e = = I :
S5 1212
A partir del ajuste y * =-12+x,. es posible predecir el salario anual de un trabajador una

vez conocida su edad. Por ejemplo, si x, =30 entonces y * =18, I's decir. se predice que un

trabajador con 30 afios obtendra un sueldo de 18 mil euros anuales.
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5.5.

minimo entre los residentes en los 30 municipios” e Y "porcentaje de votantes
de izquierda en los 30 municipios”. Los resultados del analisis efectuado se
muestran en la tabla siguiente, que recoge la distribucion de frecuencias absolu-

tas de la variable (X.Y).

X\Y 40 50 60
5 5 4 1
10 3 3 2
15 1 2 3
20 1 1 4

(a) Represente los pares observados (xl.,yf) mediante un diagrama de disper-

sion. A partir del grafico, ;diria usted que ambos porcentajes tienden a mo-
verse en el mismo sentido o en sentido inverso?
(b) Calcule la covarianza y el coeficiente de correlacion lineal.

(c) Obtenga las medias de las variables estadisticas /X:ﬁ’ /sz,

%:151 %:m. Represente graficamente la linea de regresion de Y

sobre X .
(d) De acuerdo con el resultado del apartado anterior, si la relacion entre ambas

variables se recoge mediante una funcion lineal del tipo y *=a+bx, , ide

qué signo sera la pendiente de la recta ajustada?

(e) Obtenga los valores de los parametros a y b de la funcion lineal anterior si
se efectua el ajuste por minimos cuadrados.

(h De acuerdo con los resultados del apartado anterior, jen cuanto puede pre-
decirse que se incrementara el porcentaje de votantes de izquierda en un
municipio cuando el porcentaje de votantes con ingresos inferiores al salario
minimo aumenta en 3 puntos porcentuales?

(g) Evalle la bondad del ajuste obtenido. ;Qué proporcién de la variabilidad del

porcentaje de voto de izquierdas no gueda explicada por el modelo lineal
propuesto? ;Es fiable la prediccion obtenida en el apartado anterior?

Un socidlogo argumenta que la baja tasa de natalidad en la sociedad espafiola
es fruto de decisiones individuales que dependen de las posibilidades economi-
cas del nucleo familiar. Este socidlogo ha estudiado el nimero de hijos y los in-

gresos de un conjunto de 100 familias. Sea la variable estadistica { X,Y ), donde

X “ingresos familiares anuales en miles de euros de cada una de las 100 familias”

e Y “numero de hijos de las 100 familias™. Y sea {(x,.y,)] el conjunto de

pares de valores observados de la variable [}f,‘r’] para las 100 familias. A partir
100

100
del analisis efectuado se ha encontrado que Zx,.=1694, Z}ﬁz?ﬂﬂ,
i=1 i=1
mq 1I:-_:'.1| 3 100 .
Zx,y, = 3506 , lxl =32372, Zy, = 8610.
i=1 i=1

i=1
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Series temporales y numeros

Indices

En este capitulo se concede especial relevancia al factor tiempo como referencia para
observar la evolucion de una magnitud. El caracter dinamico propio de la actividad
social implica que en muchas ocasiones no sea posible obviar ¢l elemento temporal
que. por ¢l contrario. constituye un aspecto clave en la toma de decisiones. Asi ocurre
cuando un individuo en edad de trabajar decide seguir estudiando con la esperanza de
obtener mavores ingresos en el futuro. El factor tiempo también esta presente en la
mente de un trabajador que planifica sus vacaciones para la ¢poca estival. Supongase,
por ejemplo. que. con objeto de disefar politicas sociales, se examina la tasa de paro
de los residentes en una zona turistica. En este ultimo caso, para evaluar la situacion
de los desempleados es importante tener en cuenta la evolucion a largo plazo de la tasa
de paro: pero también debe tomarse conciencia de que en funcion de la afluencia de
luristas en cada estacion. la tasa de paro puede experimentar notables fuctuaciones
dentro de cada aino. Consideraciones de este tipo pueden cfectuarse, desde una pers-
pectiva descriptiva, usando los procedimientos relacionados con el denominado anali-
sis clasico de series tlemporales. que se explican en el primer epigrafe del capitulo.

Supongase ahora que una organizacion sindical v una asociacion empresarial per-
tenecientes a una determinada industria —entendida ¢sta como el conjunto de empre-
sas que participan en el mercado de un cierto producto—. discuten sobre el incremento
salarial que debe considerarse justo para el afio en curso. Previsiblemente. se atendera
poco a los inecrementos reales de productividad en el sector en cuestion v los argumen-
tos que se esgriman giraran en torno a la necesidad de mantener el poder adquisitivo
en funcion de la evolucion del indice de precios de consumo. En la discusion aparece
de nuevo el factor tiempo, pero ahora como referencia sobre la que medir la variacion
de una magnitud. El scgundo epigrafe del capitulo aporta los instrumentos necesarios
para poder formular un juicio critico sobre los argumentos defendidos por las partes en
conflicto. Concretamente, sc exponen los numeros indices como herramienta para
medir ¢l porcentaje de vaniacion de una magnitud entre dos puntos. generalmente ins-
lantes de uempo. dados.
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6.1 CONCEPTO DE SERIE TEMPORAL Y ANALISIS DE SUS
COMPONENTES

En este epigrafe se presenta el concepto de serie temporal v se ofrecen las definiciones
de sus componentes, asi como de los modclos de integracion de éstos. Una scrie tem-
poral es un conjunto de observaciones referidas a una magmitud v ordenadas en el

tiempo. Sea X' la magnitud bajo estudio v sea x, el valor de la magnitud X en el ins-

]

tante del tiempo 7. Entonces el conjunto {II }m____j b ._..-.*IT} €S una serie temporal.

Las series temporales pueden ser analizadas con una [inalidad descriptiva, st sdlo
se pretende describir el comportamiento registrado en el pasado, explicativa, s1 se
intenta probar estadisticamente la existencia de relaciones dinamicas causa-efecto
entre variables. o predictiva. cuando el objetivo es reducir el grado de mcertidumbre
sobre el futuro a partir del conocimiento del pasado. Para comprender el modo en que
una serie temporal puede ser util en alguno de estos sentidos, conviene. en primer
lugar. identificar los componentes que dan lugar a los valores observados en el tiempo.,
v en segundo lugar, considerar diferentes modelos tanto de cada uno de dichos com-
ponentes como del modo en que estos interactuan.

6.1.1. Componentes de una serie y esquemas de combinacion

Tradicionalmenie. se ha considerado que el comportamiento en el tiempo de una mag-
nitud ¢s el resultado de la dinamica que, conjuntamente, conduce la evolucion de cua-
tro componentes basicos: tendencia. ciclo, variacion estacional v componente irregular.
El componente tendencial, 7, representa la conducta a largo plazo de la serie. Es
decir, trata de reflejar hacia donde tiende la serie. Las variaciones ciclicas, ¢, . pueden
considerarse oscilaciones mas o menos regulares y periodicas en torno a la conducta
de largo plazo o tendencial que se completan o compensan en un periodo largo. gene-
ralmente de varios anos. En este sentido, una tendencia no lineal v una varnacion ecichi-

ca pueden llegar a ser indistinguibles. especialmente si la longitud temporal de la serie
es reducida. De ahi que. en ocasiones, se hable de componente tendencia-ciclo.

SELT LR | evolucion del niumero de coches vendidos anualmente en una detennmada region,

{xl} , puede representarse como se indica en el grafico siguiente. Tal vez, en el largo plazo esta

magnitud tiende a crecer. pero en los afios en los que la economia de la region se estanca se
reducen las ventas de automoviles, de forma que pueden aparecer comportamientos ciclicos.
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i (afos)

Por su parte. las fluctuaciones estacionales, S, . son tambien oscilaciones en torno a

la tendencia, pero se diferencian de las ciclicas en que el penodo en el que las prime-
ras se completan o compensan es inferior o 1gual al afio. Por ultimo, ¢l componente
irregular o residual, &, . recoge las variaciones impredecibles que se producen en el

corto plazo sin responder a ningun patrdn sistematico.

ST GR- W En el caso de la tasa tnmestral de paro de una zona turistica en decadencia que recibe
casi todos los turistas en verano, las observaciones trimestrales, {x |, pueden revelar un cierto

meremento a larpo plazo. Y en tormo a este movinento tendencial existen variaciones estacio-
nales que, como se representa en el grabico sigpwente, reflejan el aumento de la demanda de
trabajo. v la correspondiente reduccion en la tasa de paro. en la estacion veraniega con respecto
a los niveles de las otras estaciones del afio.

t {trimasiras)

La evolucion conjunta de los cuatro componentes mencionados v su interaccion
atendiendo a un modelo determinado da lugar a los valores de la serie temporal, es
decir, x, = f(7,.C,. S .e,). En general, se asume que los componentes de la serie tem-

poral se combinan de alguna de las tres formas siguientes:
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18,00 -
16,00 -
14,00 -
12,00 -
10,00 -
8,00 -
6,00 -
4,00 -
2,00 -
'D,Dﬂ T T T T T T T T T 1 T T T T T T 1 T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 1415 16 17 18 18 20 21 22 23 24

Trimestres

Tasa de paro

El grafico permite advertir la presencia de compoenente estacional. El penodo en el que se
completa la variacion estacional es de 4 trimestres (1 afio). De modo que una media mavil de
periodo 4 debe eliminar las vanaciones estacionales. Si se denota la tasa de paro trimestral por

x, v la serie temporal ]JIDJ'{.TI} las medias moviles de penodo 4 pueden obtenerse como

=147
(4.1} (4.7
{5 o I;“ +X,
X, =
2
; - b R i ey L sl b b N i i R O ‘
siendo x!M' =2 Tl r Tl oy MM o0l 7 el 63 [as valores de la serie de
4 4
i S f 43 . s
medias moviles de peniodo 4, [1:,[ : } s .0 eTecogenen la tabla sigwente.
=322
(4.5} (4.2 (4]
I'. xi' xl’ I.f
9.99
10,30 9.9750

8.34 9.9750 10,2150 10,06500
1127 102150 104775 10.34625
10,95 104775 10,6550 10,56625
11,35 10,6350 10,8475 10,75125

905 10,8475 11,0650 10,95625
1204 11.0630 11.2025 11,1337/5
1182 11,2025 114075 11303500
10 1190 114075 11,5800 1149375
11 987  11.5800 11,7475 11,66375
12 273 11,7475 11,9750 11,86125
13 1249 119750 12,1950 1.2.08500
14 12 81 12,1950 12,4375 12.31625
15 1075 124375 126125 12,532500
16 1370 12,6125 | o 12.68500
17 13,19 12,7375 12,9525 1285500
18 1339 129525 13,1800 13.06625
19 11,53 13,1504} 13.3450 13.26250
20 14.61 13.3450 13,5750 1346000
21 1385 13,5730 13,8075 13,69125
22 14,31 13,8075 13,9975 13.90230
23 1246 139975
24 15,37

WM OGE =] Sy Lh B U kD o= |
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En el grafico antenor, la serie diferenciada estacionalmente es la linea representada con tra-
zo discontinuo. Los valores de la serie diferenciada estacionalmente reflejan los incrementos
anuales experimentados en cada instante del tiempo correspondiente a una deternunada esta-
cion de un afio con respecto a la misma estacion del afo antenor. Por lanto, en la nueva sene
las vanaciones estacionales presentes en la serie onginal han desaparecido. pero el inecremento
lendencial por tnmestre también queda elimmado, atenuado o, cuande menos, transformado
sustancialmente. Este efecto sobre la tendencia es el defecto fundamental de este procedimien-
to v, de hecho. no puede considerarse que la serie resultante de la aplicacion de diferencias
estacionales es equivalente a la serie original sin componente estacional.

En cualquier caso, un modelo para el componente estacional es imprescindible para
obtener predicciones acertadas en series que contengan este tipo de variaciones. Por
ejemplo, si se desea predecir la entrada de turistas en Espafa en el mes de agosto. una
prediccion oblenida a través de la extrapolacion de una tendencia global infravaloraria
sistematicamente el valor de la serie. Pues bien, uno de los procedimientos que permi-
te evaluar la magnitud de tales fluctuaciones en cada uno de los estadios estacionales
que configuran el periodo en que se completa la variacion estacional es el método de
la diferencia o razon a las medias moviles.

Sea una serie temporal {x,} tal que x, =7, + S, +&, 0 x, =7.5, + &, para la que se
dispone de s observaciones por afio durante » afos. Cada elemento x, puede

entonces denotarse como x,, si el instante del tiempo ¢ corresponde a la estacion £

del afio 7, donde k=1..s v i=1..n»n. Los valores dec la seric temporal pucden
representarse en una tabla de doble entrada como se indica.

ivk 1 2 5
| X Xy.2 Xs
2 Xa1 X, 5

- MH

En ¢l método de las diferencias/razones a las medias moviles. la magnitud de las
variaciones estacionales se establece por comparacion de los datos originales con los
correspondientes al componente de largo plazo; y este ultimo se obliene como
tendencia local calculada mediante medias moviles. Los pasos del procedimiento son
los siguientes.

(a) Calculo de la seriec de medias moviles centradas de s términos. que se denota por

i B 4 . = & a ¥
Lr;l:‘ } De este modo. se elimina la variacion estacional v. se espera que las vanaciones

irregulares tiendan a compensarse. Debe tenerse en cuenta que el calculo de esta me-
dia movil supone la pérdida de s observaciones s1 5 es par. o de s — 1 observaciones
si 5 es impar. En el primer caso. las observaciones de la serie de medias moviles son
las representadas en la siguwiente tabla.
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004 =Zflﬂm [j-]l=l_g.l+1_]nl:1_2_‘_}_

Zuu] 2001
= 2 2 2

Entonces puede considerarse que el precio conjunto del pan v del agua ha crecido un 23% entre
2001 y 2004,

Normalmente, las ponderaciones se fijan atendiendo a algun criterio relacionado
con la naturaleza de las magnitudes que intervienen en el calculo. Por ejemplo. en ¢l
caso de indices de precios al consumo, se asigna mayor ponderacion a los bienes que
tienen mas peso en la cesta de la compra habitual. Por otro lado. los numeros indices
deben cumplir una serie de propiedades deseables (Martin y Martin, 1989:213-214)
que. sin embargo. no se explican aqui.

6.2.2. indices de precios

Uno de los principales indices elaborados en Espaiia es el indice de precios de con-
sumo (IPC’). Se trata de un indice complejo ponderado construido a partir de los indi-
ces de precios de un conjunto de bienes de consumo (cesta de la compra). En general,
se emplean como ponderaciones las participaciones de cada bien en el consumo total.
Estas participaciones se evaluan teniende en cuenta los precios del periodo base v las
cantidades consumidas en el periodo base. o bien. las cantidades consumidas en el
periodo en el que se evalua el indice.

Sean x,,, i=1,...k los precios de los & bienes de consumo que componen la ces-

ta de la compra en el instante del tiempo 7. S1 se desea evaluar el incremento general
de los precios con respecto al instante del tiempo 0, puede utilizarse el numero indice

complejo ponderado /. definido como

Hl :thr]('i) T — = f_l;,,-
2 X

1=l

y tomar como ponderaciones w, =X, .,q,, 0 W, =X, ,4,,.donde ¢,, v ¢,, representan

las cantidades consumidas del bien 7/ en los instantes del tiempo 0 vy 1,
respectivamente. Si1 las ponderaciones se definen como w, =x,,q,,. se obliene el

denominado indice de precios de Laspevres, que viene dado por

Xis : )
_Ij_ﬂff,._.;. Z ']i'r.n‘qr.'f]
Lo

i=l

k
P i=l T,
LU - k

= J'. H
le,ﬁq.l-'ﬂ Z rr.an.{l
=] i=l
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i N
n, = —, es decir. tal que la frecuencia acumulada en las modalidades x, anteriores

i=l

: 5 . N
o 1guales a ella (: < _;] sea mavor o 1gual que 5

Suponga que se han registrado los niveles de estudios de los 10 trabajadores de una
empresa v han resultado ser los sigwentes: “sin estudios™, “sin estudios™, s estudios™, “sin
estudios”, “estudios primanos”, “estudios primarios”, “estudios primarios”, “estudios secunda-
rios”, “estudios secundarios”, “estudios umiversitarios”. 81 se define el atributo X Smivel de

1

estudios de los 10 trabajadores de la empresa™, v se denotan los niveles de estudio por SE (sm
estudios). P (estudios primarios), S (estudios seccundarios) v U (estudios universitarios),

resulta que X {SE AE SE.SE.P.P.P.S. 5, L-"} .

L.a distribucion de frecuencias absolutas de este atributo es
W(x.m)) | tU(SE.4).(P.3).(5.2).(L.1)}.

Y la distribucion de frecuencias relativas es

e ) )3} o)

Estas distribuciones de frecuencias se expresan en la tabla sigwente,

% H; £,
SE 4 4/10
P 3 3/10
S 2 2/10
U | 1/10
10 ]

Entonces, el diagrama de barras es el que se indica.

SE P 5 U or

Mientras que el diagrama de sectores es el que se representa a continuacion.
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m Suponga que se han registrado los miveles de estudios, cuyas modahdades son SE
(sin estudios), P (estudios pnimarios), S (estudios secundanos) v U7 (estudios universitanos),
v ¢l género, cuvas modahidades son A (hombre) v M (mujer). de los 10 trabajadores de una
empresa. Se han encontrado los pares de caracteristicas siguientes

(SE.H).(SE.H ).(SE.H ).(SEM ), (P.H ).(P.H ).(P.AM)(S.H).(SM).(U.A).

S1 se definen X “mavel de estudios de los 10 trabajadores de la empresa™ e ¥ “género de
los 10 trabgjadores de la empresa”™, entonces [X Y ) es un atribute hidimensional tal que

()t}
{(SE.H ).(SE.H ).(SE.H ).(SE.M ). (P.H ).(P.H )(P.M).(8.H)(S.M)(UM)}
La distribucion bidimensional de Irecuencias absolutas puede escribirse como
{{xj_._vj'.f:rr}}mm_l : {[.SZE.H:S}.{SE,;‘LI;I}‘[P,H;Z},[P,ﬂ-f;1],[.’5’,H;I},[S,M;1}[!3-’.;1!;]]}

o también como

{{:E‘JU;”LJ}}hLElJ:

4=1.2
A(SELH:3).(SEM )L (PLH2) (PG, (S H ) (8.0:1).(ULH:0),(UM:1)

Esta ultima distribucion de Irecuencias puede expresarse en la tabla sigmente.

ANT H M
SE 3 1
P 2 1
& 1 ]
[ 0 1

Y la distnbueion de [recuencias relativas del atnbuto {1 }') puede escnbirse como

3 {[ SE.H;'—;]{SE, ;‘LI;LJ,LP, H;i].[f’.,u;LJ.[S.H; LJ.[S.,‘lf;LJ(U.;\I:L] }
o 14 10 10 R0 10 10

0 tambien como

{{ IEN S 'Ir'-' ]}J-_l.:q..u :

=12

: {[Sﬁ'.H;%J{SE'H'”'-%]-(F'HL%J .[F.M:%].[S.H;%].[S.;\I;%].L'{,.-_H;ﬂ].[{,.-_,-u:%J}>

¥ esta ultima distribucion puede expresarse en la tabla siguiente.

XA\F H M
SE (3 0. ]
P 0.2 0.1
S (). ] 0.1

L 0 0. ]
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N_-N,

?:NL_+NH."

donde, de nuevo, N es el nimero de concordancias v N, es el numero de discordan-
cias. Se tiene que —1=y =<1, Cuando existe maxima concordancia, N, =0 v, por

tanto, ¥ =1. Mientras que s1 existe maxima discordancia, N, =0 v, por tanto, y = —1.

AELTLE ] Sea el atnbuto bidimensional {1!] donde X :“edad de 3 trabajadores”, cuyas

modahdades son “baja”, “mediana” v "alta” e I “salaro anual de los 3 trabajadores”™, cuyas
modalidades son “hajo”, "medio” v “alto”. Supongase que la distribucion de frecuencias abso-
lutas es la que se presenta en la tabla de doble entrada siguiente,

AN Bajo Medio Alto

Baja 0 0 I
Mediana (1 1 0

Alta I 0 0

Entonees, la relacion entre los dos atnbuios puede evaluarse a través de los coeficientes si-
guientes. Dado que los dos atmbutos poseen tres modalidades que poseen un orden explicito, el

conjunto de pares de rangos es {(R;”,Rf)} ln:{[lj],(l?],{_’ll]}. de modo que

3 X ; ¥
Z% 2y R R =3 £=2."~.Elmntquﬂ

=1 i1 ':;
= = R —5i2
(x.,) (R*.R) (R;’"—RI)(R_,"—RF) (Rf—ﬁ“') (R;’-R")
(baja.alto) (1.3) ~1 I |
(me diana, medio } {E__ 2 ] {) () ()
(alta, bajo ) (3.1) ~1 | 1
-2 2 2
Por tanto,

i(ﬁf’ —E"')(Rf —EF)

s 3 L a B A
\( (Rf —R“) Z(Rf = )

=1 i=1

Este  wvalor puede deducwrse a partir de la representacion grafica de los pares

HRERT) | -{013).(2.2).(3.0)})-
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Baje el supuesto de independencia, las frecuencias registradas deberian ser

Mkt d H M
SE 21 14 33
P 18 12 30
WY 12 3 20
U 4 & 15

60 40 1L

Por tanto, el coeficiente de contingencia ¥~ viene dado por

=3y ¥ b, fﬁ"f'}z = 7.73809524

i=l1 j=1 B

: 2 . » ;
Se fiene que U= y~ =100. Por tanto, no parece que exista una relacion muv fuerte. Esta

conclusion se alcanza lambieén s1 se calculan los coeficientes de contingencia de Cramer, Pear-
son v Tschuprow, que son. respectivamente,

If’=1/’r—_=ﬂ.2TEl?432.{'= A 028960485, T = |4 —021136678
100 1 +N 10043

o= EJERCICIOS

7.1. Sea el atributo X "nivel de ingresos de las 500 familias de un pegquefio munici-

pio”, y sean |os niveles de ingresos B (bajos), M (medios)y A (altos), tales que
la distribucién de frecuencias de este atributo es la que se expresa en la tabla

siguiente.
xﬂ' nl fj
B 100 1/5
M 300 35
A 100 1/5
200 1

(a) Represente esta informacion mediante un diagrama de barras y un diagrama
de sectores. Construya también un diagrama de Pareto.
(b) ¢Qué medidas de posicion utilizaria usted para resumir la informacion conte-

nida en la tabla anterior? Calcule e interprete el valor obtenido para cada una
de esas medidas.
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opeion de 1izquierda (i), centro (¢) o derecha (d ). Entonces. el espacio muestral asociado al
experimento aleatorio puede escribirse mdicando lo que sucede con cada elector, de modo que
cada resultado podri wWdentilicarse mediante un par de modahdades de los atnbutos que indican
la opeion politica de cada elector. Si la pnmera modalidad corresponde al elector | v la segun-
da al elector 2, el conjunto de resultados posibles es

(): {{r'._r'],{:’,c?]._{.r'._ff],{c?-:'}.(L‘j],{c?._ff]._{d,.i]._(t:;r’,r:}-[ff._d]].

En cualquier caso. el espacio muestral asociado a un experimento puede especifi-
carse de varias maneras, en funcion de lo que se quiera observar del experimento. Por
ejemplo. puede que se desee obtener una prediccion del voto que identifique el partido
politico concreto al que vota el elector.

Puesto que el objetivo es evaluar las probabilidades de ocurrencia de enunciados
sobre los resultados del experimento, hay formas de expresar ¢l espacio muestral mas
adecuadas que otras en el sentido de que facilitan el calculo. aunque el resultado de la
probabilidad sera el mismo sea cual sea la forma en que se exprese el espacio mues-
tral. Estos enunciados acerca del resultado del experimento aleatorio constituven los
llamados sucesos.

Un suceso es cualquier afirmacion sobre los resultados del experimento. que puede
ocurrir 0 no. Formalmente, un swceso es un subconjunto 4 del espacio muestral €
asoctado a un experimento aleatorio formado por los resultados del experimento en los
que se verifica la afirmacion que defline al suceso. Asi. un suceso A ocurre si alguno
de los elementos del subconjunto 4 que lo define es el resultado del experimento. Los
sucesos pueden ser elementales, constituidos por un solo elemento del espacio mues-
tral v. por tanto. imposibles de descomponer en otros mas sencillos: o compuestos.,
resultantes de la union de varios sucesos elementales.

Los sucesos son conjuntos v, por tanto. pueden realizarse con ellos las operaciones
propias de conjuntos. Algunas defliniciones en esle sentido se aporian a continuacion.

Dos sucesos A4 v B son iguales. v se denotara por 4 = B | s1 ambos estan forma-
dos por los mismos resultados del experimento. Estos dos sucesos constituyen afirma-
ciones equivalentes sobre el resultado de un experimento aleatorio.

Se dice que un suceso A4 esta contenido en otro B, v se denotarapor A B . s1 4
es un subconjunto de B es decir, si cada uno de los resultados del experimento que
pertenecen a A, pertenece también a 5 . De este modo, s1 ocurre A4 . puede asegurarse
que ocurre 5.

La union de los sucesos 4 v B que se denotara por A B . es olro suceso que
contiene todos los resultados del experimento que pertenecen a 4 v también todos
aqueéllos que perienecen a B . Por tanto, s1 ocurre el suceso A B . entonces ocurrira
A o bien ocurrira 8.

La interseccion de los sucesos A v B, que se denotara por 4~ B | es olro suceso
que contiene los resultados del experimento que. ademas de perienecer a 4. pertene-
cen también a B . Por tanto, si ocurre el suceso A~ B . enlonces ocurrira 4 v también
ocurrira 5 .
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la probabilidad de ocurrencia de los sucesos que se transforman en ellos. Se¢a un espa-
c10 probabilistico (ﬂ‘ A,%) v ¢l espacio probabilizable (FJ?_E,iEE). Una aplicacion

r.ry o - QR*
pel) — (-T(ﬂ:r ) T(m )) = {I._}J]E R

es una variable aleatoria si y solo si (Y.¥)'(B)e a. vBe®,. siendo
(V.¥)'(B) o e/ (X(w)¥(o))=(x.y)e B}. Es decir, la aplicacion es variable alea-
toria s1 v solo s1 cualquiera de los conjuntos de puntos del plano formados con los
puntos del plano asignados a los resultados del experimento tiene como imagen inver-
sa uno de los sucesos del conjunto de sucesos 1. 51 ¢l conjunto 7 es el conjunto de
todos los sucesos que pueden definirse. cualquier aplicacion sera variable aleatoria.

Sc define el rango de una variable aleatoria bidimensional (X.Y), que se denotara

por R, ,.como el conjunto de puntos del plano que son imagen. mediante la aplica-

cion (X .Y ). de algin elemento de © . Es decir.

Ryy: {(.t‘_. }’) eR*Aw e (X (rrJ L¥ (@ )= (x. }}

SELTER M Suponga que interesa predecir la orientacion del voto de un elector 4 v de otro
clector B . El espacio muestral puede escribirse mdicando, en primer lugar, la orientacion del
voto del elector 4 vy, en segundo lugar, la del elector B . Utilizando las mmciales
(izquierda), ¢ (cenfro) v d (derecha), el espacio muestral puede expresarse como
() {{f,r’],(:’,c]ﬁ{iﬁd]ﬁ{r:__f},(cﬁc]._{c,d]ﬁ{if],{d?c}__{d:d}}. Considerando el conjunto 1

de todos los sucesos que pueden definirse, la aplicacion

(X.ry: 9 - a
(i) —  (L1)
(ic) — (L)
(rd)y — (1,2)
(c.i) —= (LI)
(e.e) = (L1)
(e.d) = (L2)
(di} —= (2.1)
(de) —  (21)
(dd) — (2.2)

es una variable aleatoria bidumensional cuyo rango es R, - §(1.1).(1.2).(2.1).(2.2)}.
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9.4.1. Variable aleatoria unidimensional discreta

Se puede definir una variable aleatoria umidimensional discreta como aquélla cuyo
rango €s un conjunto finito o infinito numerable de puntos de & .

Para este tipo de variables aleatorias es ttil definir la funcion de masa. Sea ¢l espacio
probabilistico (€. 4,9) vy la variable alcatoria X que convierte ¢l espacio probabilis-

tico anterior en el nuevo espacio probabilistico (#.8.7,). Se define la funcién de
masa o cuantia de la variable aleatoria X . que se denotara por p, . como la funcion
que ndica la probabilidad asignada a cada uno de los puntos de la recta real. es decir,

polx)=P (). Vxeq .

En el caso de vanables aleatornias discretas. los valores de la funcion de masa indi-
can las probabilidades individuales de los puntos del rango v a la funcion de masa se
le denomina funcion de probabihidad. Es decir. la funcion de probabilidad de la vana-
ble aleatoria discreta X se define como

P, [:;;): F{.T'Lr = I]= Py {_r}, Vxek .

Esta funcion verifica las dos condiciones siguientes.
() P.(x)z0, ¥Yxe® .

2) D Pefr)=1.
xelR
S1 X esuna vanable aleatorna discreta. su funcion de distnbucion sera discontinua,
va que

Felt)= Y PX=x), Vxe?.

X ER s

La funcion de distribucion va acumulando las probabilidades individuales de los pun-
tos a la izquierda de aquél en ¢l que se valora la funcién. De ahi que en una variable
aleatoria discreta. la funcion de distribucion sea una funcion en escalera. Va saltando
en cada uno de los puntos del rango. La magnitud del salto es 1gual a la probabilidad
del punto en el que éste se produce.

SELIEER S Suponga de nuevo la variable aleatoria X del gjemplo 9.1 cuva funcion de
distribucion viene dada por

[U ; x=l
F.(x)= % l€x<2
1 x>22

Entonces, se trata de una vanable aleatoria discreta cuya funcion de probabihdad es
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9.6.

NN

I
"4

(a) Obtenga la probabilidad de que el suelo comercial supere las 1000 hectareas.

(b) Calcule la probabilidad de que el suelo agricola supere las mil hectareas.

(c) Si el suelo turistico es inferior a 1000 hectareas, ;cual es |a probabilidad de
que el suelo agricola supere las mil hectareas?

(d) Obtenga la probabilidad de que la cantidad utilizada de suelo agricola sea
mayor que una constante a (0 <a<2).

(e) Obtenga la distnibucion conjunta de la vanable aleatonia bidimensional
(U.v), cuyos elementos recogen el desequilibrio entre suelo turistico y agri-

cola, asi como entre suelo comercial v agricola, es decir, U=X-A,

vV =¥ - A. Calcule entonces la probabilidad de que se destine menos terreno
a uso agricola que a cada uno de los otros dos usos.

Nétese que, si (w.v)=g(xy) es una transformacién biunivoca tal que

gix.yy=(v=gxy)v=g.xy)) ¥ g (uv)=hluv)={(x=hluv).y=hiuv)},

entonces
I:‘[:Q{x, yldydx = j_{ﬁr:rl[m{u,v}, ha(uv))|J (v )|duav
donde
R={{uv)/azhluv)sbecshuv)<dly J{uv)= i;f ? 8, wlavier:
ou  ov

Suponga que la distribucién conjunta de los ingresos mensuales, Y |, ¥ los gastos
mensuales, X , en miles de euros, de una familia se puede representar como

2, 0<x<y<a

fk’."r’fxiy} = {

0, resto

(a) Calcule el ahorro maximo mensual que puede generar la familia.

(b) Evalde la probabilidad de que los gastoes mensuales sean superiores a 1/3 si
los ingresos mensuales son inferiores a 2/3.

(c) Si el ingreso mensual obtenido es y, obtenga la distribucion de los gastos

mensuales. ;Cual es la distribucién de los ingresos mensuales, si el gasto men-
sual realizado es x 7

(d) Calcule la probabilidad de que los ingresos mensuales sean superiores a los
gastos mensuales realizados sabiendo que éstos equivalen a 500 euros.
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donde ¢ v b son constantes. Notese que, s1 X es discreta,

Ela H(X) +bGX)]= D (aH(x) +bG(x)P(X = x) =

xeRy
= Y aHX)PX =x)+ D bG)PX =x))=a E[H(X)]+b E|G(Y)]
vio i, Yy

Mientras que, st X es continua,

Ela H(X)+bG(X)]= J‘R (a H{x)+bGx)) [ (x)dx =

= jﬁ ‘aH(x) [y (x)dx + j' b6 [y ()dx = a E[H O]+ b E[GCY)]

En general, sea X' una variable aleatoria, sean las constantes k,., 7 =1...n. vy sean
las funciones f, R — @& . i=1...n. Entonces

E[Z ﬁr:].HJ.(X}} = ik,.E[H,. (X)].
i=l =1

JELTICIR] Suponga que en un proceso productivo se emplea un input cuyo precio en el

mercado, X, puede ser 1, 2 0 3 euros con la musma probabihidad, es decir,

l
; {H ., x=1273
f}{xl :Z:T} = 3
19 . resto
Entonces, el precio esperado del input es
i
E[X]="% xF¥=1)= le S TRLIE PR P
x &8y i=1 3 3 3 3

Suponga que se decide que el precio del output, .\, sea el doble del precio del input mas 1.
Entonces, el precio esperado del output es

3
E[f|=E[2X +1]= ) (2x+1)P(X =x)= ;[E:c+l]%= 3-%+5-%+?-%= A&

sef,

Suponga ahora que la vaniable aleatoria U del gjemplo anterior se mueve con la misma ve-
rosimilitud en el intervalo (1.3), es decir,

|
fe(x)={2

i Fesio

l<x<3

Entonces. el precio esperado del input es

E[X]=[,_ ¥f(x)e =j-:xéci\: -~ {%H; -

£\
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entonces X (@, )=x. X{w,)=x vy la variable aleatoria X asignara el valor x a cual-

quier resultado del experimento tal que se produzcan x éxitos v #—x fracasos. De
modo que

A fi—a
M, -

P({mjﬂ=ppp(l—p){l_pj“_p}:pwﬂ_ﬁ)n_x

X rr—.:.'—l.
P,y == p)pp...p(1— pY1= p)..(1- p) = p*(1-

v, en general, ésta sera la probabilidad asignada a cualquiera de los resultados del ex-
perimento tales que X {m] x . Por tanto,

P(X =x)=P({oeQ/X(@)=x})=P(lo,0,..})= Y P{o})=Np*(1-p)"*.

i/ N =x

siendo N el numero de elementos del espacio muestral tales que ocurren x éxitos y
n —x fracasos. Entonces.

N o= j”j‘f:'n_x — —ﬂl = i i
xlin—x)! |x

por tanto,

K x H-X -
P(X =x)= [I]F' (1-p)" ", x=012,..n

0 resto

Ulilizando la funcién de probabilidad obtenida, resulta que

sy =ElX]= Z:-:[ ]j’? (1-p) —Z ;,r{n ﬂrﬁ (1-p)™

x=]

. n=x - _l]r .'L'| . n=x
Z{x_l)1(ﬂ p-p) pzu—nrm—rw (1-p)

v haciendo el cambio y = x -1, se tiene que

n—1
(H_”! n—-l-y
Hy =np pl-p)
! J,Z”y!(ﬂ—l—_pﬁ

de modo que la expresion anterior incluye la suma de los valores de la funcion de pro-
babilidad de una variable aleatoria ¥ que es B{(n -1, p) v. por lo tanto,

Hy =np.

Se espera que ocurran mp éxitos en las # prucbas. El parametro p ces la proporcion
esperada de éxitos. Por ofra parte. teniendo en cuenta que
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Distribuciones continuas y el

teorema central del limite

En este capitulo se troducen distnbuciones continuas que resultan adecuadas para
modeclar determinados comportamientos probabilisticos. Supdngase. por cjemplo. que
s¢ desea analizar el consumo de un individuo que pertenece a un cierto estrato de renta.
Puede asumirse que dicho consumo varia en un intervalo de tal modo que los consumos
inferiores no sean ni mas ni menos probables que los consumos altos, siempre dentro de
¢se intervale. En este caso, la evaluacion de la probabilidad de que el consumeo del indi-
viduo en cuestion se mueva entre dos cantidades puede llevarse a cabo sin complicacio-
ncs a traves de la distribucion uniforme. que se presenta en ¢l pnimer cpigrafe del capitu-
lo. 51, en cambio. se esta examinando la intensidad del frafico que circula por
determinado punto de una red viana v. en concreto. se estudia ¢l tiempo que transcurre
desde que comienza a observarse el trafico hasta que pasa el primer vehiculo, puede ser
adecuado acudir a la distribucion exponencial. de la que se ocupa ¢l epigrafe segundo.

En ¢l tercer epigrafe se introduce la distribucion normal, que en su version univa-
riante permite recoger el comportamiento probabilistico de magnitudes cuvos valores
mas verosimiles son los valores centrales. mientras que a medida que los valores son
mas extremos desciende su verosimilitud. Asi ocurre. por ¢jemplo. cuando la magni-
tud en cuestion es el peso o la estatura de un individuo. Por otra parte. si los técnicos
de una empresa exportadora de tomates descan estudiar ¢l calibre —longitud del dia-
metro expresado en mm— v el peso —expresado en gramos— de un fruto cualquicra
v. en concreto. desean calcular, por ejemplo, la probabilidad de que estas magnitudes
superen ciertos umbrales que garantizan mavor cotizacion, puede resultar adecuado
utihizar una distribucion normal bivarnante. La distribucion normal multivariante se
expondra soélo de forma introductona, de modo que pueda advertirse que sc trata de
una generalizacion de la distribucion normal univariante. Estas distribuciones norma-
les, umivariantes o multivaniantes. constituven modelos probabilisticos de extrema
importancia, no solo por los numerosos fenomenos aleatorios que parecen caer en su
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puede ayudar a calibrar la probabilidad de que X (proporcion de votantes de la mues-
tra) dificra de p (proporcion poblacional de votantes) mas alla de cierta cantidad.

En defimtiva, la inferencia estadistica proporciona mecanismos de obtencion de in-
formacion sobre una poblacion amparados en criterios que. de forma mas o menos
directa. tratan de manejar ¢l caracter incicrto de las conclusiones inductivas derivadas
a partir de una muestra. EI proceso arranca. generalmente. de la formulacion de mode-
los teoricos sobre la distribucion poblacional. de la que se pretende conocer algun
parametro (estimacion) o evaluar si puede descartarse la veracidad de alguna afirma-
c1on sobre ¢l valor del mismo (contraste de hipotesis).

Ahora bien, este objetivo puede alcanzarse desde cualquiera de las diferentes pers-
pectivas que han sido propuestas. En el planteamiento original de la inferencia clasica
formulada por Fisher, Nevman v Pearson. la muestra es la unica fuente de informacion
sobre los parametros poblacionales: mientras que. desde ¢l punto de vista bavesiano,
también se considera la informacion a priori sobre ellos. Y. finalmente. en el enfoque
de la teoria de la decision, no solo se tiene en cuenta la informacidon muestral v la in-
formacion a priori sobre parametros como la proporcion de votantes de un partido.
sing que la toma de una determinada decision dependera también de las consecuencias
que se deriven de dicha decision. Por otro lado. es preciso considerar que, en determi-
nadas circunstancias, ¢s mas util recurrir a un planteamiento inferencial que no parta
de la mmposicion de supuestos distribucionales sobre la magmitud estudiada. En este
caso. se ingresa en el terreno de la inferencia no parameétrica.

Por ultimo. es importante que s¢ acepte la necesidad de recurrir a la inferencia para
abordar situaciones que. como la anterior. pertenccen al ambito de la investigacion
social. En este sentido. es oportuno recordar lo va comentado en el bloque anterior en
relacion al hecho de que la incertidumbre impregna los comportamientos de los agen-
tes sociales y. por tanto, ¢l recurso a métodos inferenciales que superen el rigido mar-
co del enfoque descriptivo. se muestra como una condicion necesaria para que las
conclusiones obtenidas sean el resultado de un aprovechamiento optimo de la infor-
macion disponible.

13.2 LA POBLACION, LA MUESTRA Y LOS ESTADISTICOS MUESTRALES

Los datos muestrales son la informacion con la que se obtienen valores de estadisticos
muestrales que se utilizan para construir las inferencias inductivas sobre una pobla-
cion. Las muestras pueden proceder de un experimento real (disefiado por el mmvesti-
gador, que controla las caracteristicas de los individuos de la muestra antes de formar-
la) o de un estudio observacional (la muestra se forma con individuos no controlados
previamente). Asi, en ¢l gjemplo antes citado, los miembros del partido politico ten-
dran que arbitrar criterios para seleccionar los individuos de la poblacion de la region
considerada para obtener informacion sobre la proporcion poblacional de votantes del
partido.

Dado que, generalmente, no se conocen los factores que pueden incidir en una de-
terminada magnitud bajo estudio, el mecanismo de obtencion de la muestra adquiere una
relevancia notona, va que los resultados inferidos pueden variar de una muestra a otra,
En otras palabras, la vanabilidad de la muestra implica también la de los estadisticos a
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EJERCICIOS

13.1.

13.2.

13.3.

Suponga una poblacién formada por 3 alumnos que han cursado estudios du-
rante 10, 12, 14, 16 y 18 afos, respecfivamente. Un individuo que desconoce
esta informaciéon desea saber cual es el numerc medio de afios de estudio de
estos alumnos.

(a) Suponga que se le permite preguntar a tres de ellos, elegidos aleatoriamen-
te. El individuo decide entonces aproximar |la media poblacional desconocida
por la media obtenida para los tres alumnos a los gque pregunta. ;jCual es la
probabilidad de gue la media obtenida para los tres alumnos seleccionados
coincida con la media poblacional? ;Cual es el error maximo que se puede
cometer mediante esta aproximacion?

(b) ¢ Qué ocurrira con la precision de la aproximacion si solo se permite pregun-
tar a dos alumnos? ;Cual es, en ese caso, |la probabilidad de que la aproxi-
macion sea acertada? ;Y el error maximo que se puede cometer?

Suponga que se desea conocer el grado de satisfacciéon con sus estudios de los
alumnos de una facultad. Para ello, se ha pensado en utilizar una escalade 0 a
10 y preguntar a una muestra de 20 de esos alumnos. Suponga que las res-
puestas de estos alumnos son las siguientes.

{8,7,6,6,4,3,6,5,4,8,23,17,2,3,8,9,6,2|

Obtenga los valores de la media muestral, el momento muestral de segundo or-
den, la cuasivarianza muestral, el minimo muestral, el maximo muestral y la
mediana muestral.

Suponga que se desea obtener una muestra aleatoria simple de tamafo 5 de
una poblacion de 1000 individuos. Explique ¢émo podria seleccionar los indivi-
duos de la muestra a partir de la siguiente seccion de una tabla de numeros
aleatorios.

876 614 360 354 823 807 023 892 690 724 911 600 689 171 662
304 797 1566 237 177 000 573 045 385 183 618 826 0987 469 957
341 156 585 B36 623 372 (091 518 424 878 338 452 775 454 302
438 743 161 293 394 200 405 365 181 700 043 9894 560 936 994
021 155 641 215 884 382 139 275 558 003 948 988 038 371 657
A7 227 343 778 3568 224 753 761 450 815 296 284 8B4 985 908
683 126 584 445 738 791 848 470 672 501 191 944 234 197 897
676 831 400 928 309 009 457 726 2892 387 538 381 688 798 944
031 062 603 454 652 446 434 257 626 351 969 325 002 162 432
Of7f 737 802 @92 388 051 709 638 382 772 236 239 736 095 083
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R 'G'-E-
X es N| py,—-

H

Y aunque la distribucion poblacional no sea normal, si1 el tamafio de la muestra es
suficientemente grande. la distribucion de la media muestral puede aproximarse a una
normal en virtud del teorema central del limite. Notese que

ZX.' 2
X ==l LS N Sx |
n

(]

; 5 - 1 - — g
En cuanto a la cuasivarnanza muestral, 5™ = —IZ(,L -X } . puede demostrarse
= =1

que E[SE] =g . Notese que S° = ﬁpwj —Mf], de modo que

Els?]= (M, ]- E]m?).

n—1
Ademas. se tiene que
5] | g .
E[M;|=E '=ln :H_{EE[X*M]QJ]jr-]E[Xf]E[Xfﬂ:
=i1{nmu+ﬁ(ﬁ—]}mj)
y. por tanto, [M|3]= ;1? (m: +(n - l)mﬁ). Entonces.
E[S: _ . n .m _f.‘r}'1+{ﬂ—1)m]2 _n r(.:fz—l](.i:ri:—mﬁ) B i R
n— : n H—IL 7 : | A

SELTERE A Suponga que antes de celebrarse unas elecciones para decidir el gobierno de un pais,

los miembros del partido politico gobernante deciden realizar una encuesta con objeto de pre-

decir la proporcion p de electores que votaran por ese partido. Suponiendo que se pregunta a

10000 encuestados s1 tienen inteneion o no de votar por el partido v que las respuestas de los

encuestados son independientes, podria evaluarse la probabihidad de que la proporaion de en-

cuestados que declara que va a votar por el partido en cuestion difiera de la proporcion pobla-
cional p en menos de 0.01,

Sea X una vanable aleatonia que indica la intencion de volo de un elector cualquiera, es

decir, X toma el valor | si el eleclor tiene mtencion de votar por el partido gobernante o el
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¥ s¢ obtiene una integral tipo gamma, de modo que

La funcion generatriz de momentos de esta distribucion viene dada por

d

(1-2)2

mo(0)=——si (<

Notese que
o

X

-1
1y wl X T S R
mﬁ{f)z.’:?’ef--]:.[? e”ﬁe “a'.rz.[] 7 gt dx .
st 21 it 4
2 2

: , . . | |
Por tanto. si se cfectua el cambio de variable (E - rjx = U ¥ 5¢ asume que 7 < > s¢

|

liene que
d_ . d

= ! )

s ﬂr —1 4 f
T )y )
2 2 2

v s obtiene una integral tipo gamma, de modo que

)

m Eli.")= r 5 e du= Sy = <

GE {1—2;)zr{§) (1-20)2T %J (1-21)
%

Y a partir de la funcion generatriz de momentos puede obienerse la media v la va-
rianza de la distribucion. Se tiene que

et ,(I} d d d
o S (l—2) 2 (=2)=all-20) 2
£ L (-2 D)=dl-20) T
mientras que
&m L d d
%(}zd[—i—l](l—2!}_3_3(—2]= z.;f[LlJ(l—z: 2o
at 2 2

Por tanto, # . =d y Jil_ =2d{%+l]—d: = 2d .
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g 3 : . . X - I F —l ‘J:Iz :
v. dado que X v §° son independientes, se liene que .. v { } son inde-

pendientes. Por tanto,

X —p

a/ -

[ X-u .
3 . ()ff n-1+

(n-1)s* VA

o’/
hy
sn—1

Sean ahora dos variables aleatorias X ¢ ¥ tales que X es N(} ]c I' es

N(u}.,cr}%)_ Y sean {X]:____,X”_T; e {I’],_._:I”H}_} muestras alealorias independientes de

~ : : .2 2
tamafios #, v #, dc las vanables alcatorias X ¢ Y . Entonces, s1 oy v oy son co-
nocidas. s¢ tiene que

X es N p,. o N N[,u}, HF]
My Ry )

v dada la independencia de las dos muestras aleatorias, resulta que

T 2 Cl-' CI"
X ¥
X-Y es N| pp = pty,——+—1|.
Ry Wy
Mientras que s1 las varianzas son desconocidas pero iguales, es decir, o =0, =0

se tiene que

X es N[;:IH.,E}‘_ Y es N[Ju].‘_g—]._
My 1y

v dada la independencia de las dos muestras aleatorias. resulta que

X -Y es N[,u_i. - ,u],-.f:rj[L+ LU
Ry Wy

Por tanto.
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15.1 EL PROBLEMA DE LA ESTIMACION

Sea {X,....X,} una mucsira alcatoria de tamaiio n de la variable alcatoria poblacio-
nal X cuya distnbucion poblacional depende de un parametro desconocido y . es
decir, F,()=hlt.y). De acuerdo con la naturaleza del parametro, podra asumirse que

el valor desconocido del parametro pertenecera a algun conjunto determinado, deno-
minado conjunto paramétrico, que s¢ denotarda por I'. Es decir, y €', Ahora bien,

dentro del conjunto de valores del parametro pertenecientes al conjunto paramétrico,
pueden elaborarse criterios que orienten la seleccion de uno de tales valores como
aproximacion del valor desconocido en funcion de la informacion que la muestra con-
tenga sobre el parametro que se desea conocer. S1 se decide resumir esa informacion

en el estadistico I' = g{X,....X, ). de modo que el valor de dicho estadistico una vez
obtenida una muestra {:s,] X } s¢ emplea como aproximacion del valor del parame-

R

tro y ., entonces se dice que [ = g{X, .J:"”} ¢s un estimador del parametro ¥ . mien-

tras que ¥ = g{x,.....x, ) es la estimacion puntual del parametro ¥ . También es posible

que el objetivo no sea obtener un valor puntual que sirva como aproximacion del valor
desconocido del parametro, sino mas bien. encontrar dos valores extremos de modo
que pueda asumirse que el valor del parametro se situa entre esos dos extremos con
cierta confianza. Esos dos extremos definen un intervalo de confianza para el parame-
tro en cuestion. pero el problema de la estimacion por intervalos serd abordado en el
capitulo siguiente. Los dos epigrafes siguientes se refieren, por tanto. a la estimacion
puntual. En primer lugar, se analizan las propiedades generales que pueden orientar
la eleccion de un estimador. En segundo lugar. se exponen diferentes métodos para
la obtencion de estimadores.

15.2 PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

Como s¢ ha visto en ¢l apartado antenor, la informacion mugestral sobre ¢l parametro
desconocido puede resumirse a través de diferentes estadisticos v cada uno de cllos
ofrecera una aproximacion determinada del parametro poblacional. Sin embargo, aun-
que no es posible a priori evaluar el error que se comete con cada una de cstas
aproximaciones, la distribucion muestral de los estadisticos empleados para efectuar-
las puede aconsejar la eleccion de alguna aproximacion en detrimento de otras. Esta
seleccion puede llevarse a cabo teniendo en cuenta las propiedades deseables que veri-
fica cada uno de los estadisticos propucstos como estimadores del parametro descono-
cido. Aunque solo sea intuitivamente, parece conveniente que el estimador contenga
la maxima informacion que la muestra proporciona sobre el parametro estimado. que la
csperanza del estimador sca proxima o igual al valor verdadero del parametro que
estima. que su varianza sca la menor posible o que el estimador converja en probabili-
dad al parametro estimado.
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(c) Intervalo de confianza para el parametro o~ { ¢ conocida)

Si la media poblacional ¢s conocida, ¢l intervalo de confianza para la varianza pobla-
cional puede obtenerse teniendo en cuenta que

i

> (X, —p)

1=1 2

3 es X, -
o
de modo que
. " ; g
 Saewy
Ply = . A el i R
.lr,? E}'_ .lr,l——l
V. por tanto,

& 7]

. : o
Z{Xr.—,u}' Z{Xr—,u)‘
Pl =L <g’sil

.—"{f o I-:I'

wl— n,—

de donde resulta que

!]—ﬂ' s i=1 i=1
a 5

(d) Intervalo de confianza para el parametro o’ | 1t desconocida)

S1 la media poblacional es desconocida, el intervalo de confianza para la varianza
poblacional puede obtenerse teniendo en cuenta que

- 1)58° ,
) o 22
5

de modo que

y. por tanto,
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Notese que
P[‘EJ.-_‘H'“:E)=P dn=Hl o € lup |Z|{\‘I{Eﬂ =2N J;Ew-—l-
2 o o)
Ja | n, |

Por tanto. para que 77 (l? —~ ,u| < e] = 1—e . debe verificarse que

Jre

o

2N,

121—er,

Vne

; a ne _
es decir, N,| — |=]1-— v, por tanto, — =z _.siendo z
(9] 2 o ]—: 'I—-;

e =

¢l cuantil corrcs-

pondiente de la distribucion normal estandar. La desigualdad anterior implica que

2

2 O

L

e

n==z

-
an

S1 la varianza poblacional es desconocida, la unica forma de asegurar la desigualdad

-

1 0"

o R
=
e

es tomar un tamafio muestral mavor que ¢l maximo de la funcion z pero esta
|

&

practica puede conducir a tamafios muestrales excesivamente grandes. Si éste es el
caso, otra opcion consiste en aproximar el tamafio muestral necesario sustituyendo la
varianza poblacional por una estimacion de ésta. Generalmente, se emplea el valor de

la cuasivarianza muestral, S, obtenida para una muestra piloto. De hecho, s1 la mues-
XNow—ut
5

=

sigue una distribucion 7, | v. si el tamafio muestral es suficientemente grande. esta

tra procede de una vanable aleatoria poblacional con distnibucion normal,

distribucion es asintoticamente normal estandar.
En el caso particular en que X es B(p). la media poblacional u, = p. puede n-

terpretarse como la proporcion desconocida de individuos de la poblacion que presentan

H
cierta caracteristica, mientras que la media muestral, X » = —Z X, . recoge la propor-

h =]

cion mucsiral de individuos con dicha caracteristica. Entonces.

XL N P:M .-
"

de modo que. s1 ¢l tamafio muestral » es suficientemente grande. podra determinarse
el valor de » tal que
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de modo que

er A .|£'f1,_'

P - <z =]l—-a.

\/N—ﬁc:-‘_j -3
JYN=1 n 4

Entonces

pro e _ fﬂiz N-no, |
Ly i f
et ]_E N—l H

Por otro lado, si se desea que PQ?H — ;u‘,l.‘ < €)= | — e . bastara con tomar un tamafno

muestral # tal que

N-no,

z“f — «J’;_E?

de donde resulta que

S1 la varianza poblacional es desconocida, puede oplarse por tomar un tamafio mues-
tral que garantice que no se supera el margen de error admisible con la probabilidad
prefijada, es decir.

z . Noy
< .
1 = Max-

[ BN =

% ol
(N -1)e* + N
L 2 4

aungue, en este caso, seguramente se esla consiguiendo mavor precision de la deseada
con un cosie superior al estrictamente necesario. En este sentido. otra opcion consiste

G 2 . . 3 .
en sustituir oy, por ¢l valor de la cuasivarianza muestral, 5°. obtenida para una mues-
tra piloto.
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Los procedimientos concretos de contraste de hipotesis simples se abordan en el resto
del capitulo. mientras que las hipdtesis compuestas se estudian en el siguiente. El epi-
grale segundo de este capitulo presenta el teorema de Neyman-Pearson v, linalmente, se
1lustra dicho teorema con algunas aplicaciones al contraste de hipotesis simples.

17.1 CONCEPTOS BASICOS: HIPOTESIS, REGION CRITICA Y TIPOS DE
ERROR

Una hipotesis estadistica ¢s una afirmacion con respecto a alguna caracteristica pobla-
cional v, por consiguiente, un enunciado sobre una variable aleatoria en relacion a su
lev de probabilidades. Admitiendo que la distribucion de la variable aleatoria pobla-
cional es de determinado lipo, puede elaborarse un enunciado sobre el parametro del
que depende la distribucion de dicha varable aleatoria. Este enunciado define una
hipotesis parametrica. Pero. st no se conoce el tipo de distribucidn poblacional, tam-
bien pueden formularse enunciados sobre caracteristicas de la poblacion o incluso
sobre ¢l tipo de distribucion. Estas hipotesis, denominadas no parametricas. se analiza-
ran mas adelante. mientras que en este capitulo v el siguiente se abordara el contraste
de hipotesis parametricas.

Sea {X,....X,} una muestra aleatoria de una variable aleatoria poblacional X con

distribucion de lipo conocido tal que F.(¢) =h[:_k}f)ﬁ siendo ¥ un parametro descono-
cido perteneciente a un determinado conjunto paramétrico. es decir, ¥ € I'. Sobre este
parametro pueden formularse dos tipos de hipotesis: simples, de la forma y =y,. 0
compuestas, tales como y=y¥,. ¥ >¥, 0 y=y,. Notesc que una hipotesis simple
especifica una distribucion unica; mientras que, en el caso de una hipotesis compuesta.
un conjunto de distribuciones pueden ser compatibles con la hipotesis.

En cualquier caso, en un contraste de hipotesis en la linea de Neyman v Pearson
(1933) se formulan dos hipdtesis: la hipotesis nula, H . cuya veracidad se pone en

duda. v la alternativa, H,, que se asumira en caso de que la muestra aporte evidencia

suficiente para rechazar la hipotesis nula. La finahdad del contraste de hipotesis cs
proporcionar una regla de decision que permita rechazar o no la hipotesis nula. En
defintiva, se trata de dividir el espacio muesiral —es decir, el conjunto de resultados
posibles de la muestra alcatoria— en dos regiones, de modo que: si la muestra obser-
vada pertencce a la llamada region critica. se rechazara la hipotesis nula, mientras que
si la realizacion de la muestra aleatoria no se ubica en la region critica. se concluye
que no existe evidencia cstadistica suficiente para rechazar la anterior hipotesis. En
términos formales, dada una muestra aleatoria de tamafio » v un punto muestral

(x,...x,)e R". se trata de particionar el espacio muestral 2" en dos conjuntos
L xlj___,xn}E R/ ve rechazo H,_-,} y A:{{x],___jxﬂ)e ®"fno se rechaza Hﬂ}_ Es
decir: si [rl,_._ﬁx"]e (. la hipotesis nula se rechaza: v si (x,....x,)e 4. la hipotesis

nula no se rechaza. Al conjunto ¢ de observaciones muestrales que conducen a re-
chazar ff, sc le denomina region critica o region de rechazo. Y al comjunto A de
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v. dado que, bajo la hipotesis alternativa, X es N [ . ]—J L COn f >
1

Q[ﬁ] =]_(-'H"'rz{"<'|:|:k+#o _P})]- K= Hy .

Entonces. el comportamiento del fest es ¢l simnente.

Qls)

Hy Z

Notese, ademas, que. por lo general. al aumentar el tamafio de la muestra, aumenta la po-
tencia de un buen test

17.2 CONTRASTE DE HIPOTESIS SIMPLES: TEOREMA DE
NEYMAN-PEARSON

En el caso de hipotesis simples. el teorema de Neyman-Pearson permite construir la
region critica mas polenle para un tamano determinado del fest. La 1dea basica de este
teorema es evaluar la verosimilitud de la muestra observada en las dos situaciones
consideradas posibles, de modo que si la verosimilitud de la muestra bajo la hipotesis
alternativa es suficientemente grande en relacion con la verosimilitud de dicha mues-
tra bajo la hipdtesis nula, la decision sera rechazar esta altima hipotesis.

Sea {X,....X | una muestra aleatoria de una variable aleatoria poblacional X con
distribucion de tipo conocido tal que F. (f) =h(r,}f)j siendo ¥ un parametro descono-

cido perteneciente a un determinado conjunto paramétrico I tal que I': {¥,.»,}. Su-
ponga que se desea electuar el contraste de hipotesis simples

H,:y=p
H :y=pn

El tcorema de Neyman-Pearson permite deducir que. s1 existe la region critica

[7:{(;,.-.1,,)5 R “/ Lt %, 0) -‘zﬁ;},
L(Il:*"':'x.u;}f["])




You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,



You have either reached a page that is unavailable for wviewing or reached your wiewing limit for this
book,
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la probabilidad de error de tipo T es a =0.0365 .
suponga ahora que 10 de las 20 personas encuestadas declaran que van a volar por el parti-

20
do considerado. Entonces ¥ x. =10, de modo que la muestra observada no pertenece a la re-

i=l

g1on crilica v, en consecuencia, la decision adoptada al 94.35% de conhanza es que no puede
rechazarse la hipotesis nula.

EJERCICIOS

17.1.

17.2.

Suponga que la edad a la que un individuo de cierta poblacion accede a su pri-
mer empleo puede modelarse a través de una variable aleatoria X con media
desconocida . Suponga ademas que, a partir de una muesira aleatoria de ta-

mafio n de la variable aleatoria X , se desea efectuar el contraste de hipotesis
H,: =30
H. <30

y se proponen las regiones criticas

Bl {[x1,..,,x,, JeR" I x }k} o, :{(x1,..,,x,, Jed "/ x < I{}

& Cual de las dos regiones criticas diria usted que tiene mas sentido? Explique
por qué.

suponga ahora que el ministro de trabajo de un pais considera que al menos la
mitad de los trabajadores estan satisfechos con su trabajo, mientras que los
sindicatos opinan que el porcentaje de trabajadores satisfechos es inferior al
20%. Para eliminar esta discrepancia, se ha decidido preguntar a n trabajado-
res seleccionados aleatoriamente y cuyas respuestas son independientes y uti-
lizar la proporcién de trabajadores encuestados que se declaran satisfechos
como elemento para decidir si tiene razon el ministro o los sindicatos.

(a) Si tanto el ministro como los sindicatos estan de acuerdo en que seria muy
grave asumir que al menos la mitad de los trabajadores estan satisfechos si
la realidad es otra, ;come plantearia usted un contraste de hipotesis que
ayudara a resolver la cuestion?

(b) Suponga que se define p como la proporcion desconocida de trabajadores

satisfechos en |la poblacion y se plantea el contraste de hipotesis
H,:p<05
H:p=z=05

Ademas, se define x como la proporcion de trabajadores encuestados gque se
declaran satisfechos y se proponen las regiones criticas
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CAPITULD 19. MODELOS LINEALES: AMALISIS DE LA VARIANZA ¥ REGRESION 427

10 10

2{11],—}1]2 { .—IE]
@2) sf =5 — = 142456 , 57 = 1 ~141.956,
10 _
Z{xaj—xa)z
g2 =22 5 =133.822 .

@3 10(x -x) =166.867, 3°Y(x,,-x/) =3764.1

im] =1
(b) Con un 95% de confianza, jdiria usted que la variabilidad en el grado de sa-
tisfaccion es diferente segun la licenciatura?
(c) Teniendo en cuenta el resultado anterior y utilizando tambieén un 95% de
confianza, ;cree usted que el grado de satisfaccion con los estudios es, en
términos medios, el mismo para las tres licenciaturas consideradas?

Suponga que se estan estudiando las diferencias salariales entre los trabajado-
res de cuatro empresas, A, B, C y D, dedicadas a la misma actividad. Con
este fin se ha seleccionado aleatoriamente una muestra de ocho trabajadores
de cada una de estas empresas. Suponga que los salarios anuales de estos
trabajadores, expresados en miles de euros, son los gue se recogen en la tabla
siguiente y asuma que |as respuestas de los trabajadores seleccionados de ca-
da empresa constituyen valores de muestras aleatonas independientes de dis-
tribuciones normales.

8.6 10.8 116 12.2 12.4 11.8 11.2 10.2
10.1 10.3 11.9 12.6 12.3 12.7 11 11.5
10.6 10.9 11.2 11.5 11.7 10.2 9.5 8.6
11.0 13.8 13.6 1.6 12.2 13.2 13.0 12.6

OO0l X

(a) Compruebe que, si se define X,

L

como la variable aleatoria que recoge el

salario del individuo j-ésimo de la muestra de trabajadores de la empresa

| —eésima , siendo 1 = A B, C,D, entonces:
]

=Lk _ 8
(a.1) x = - Z X, =11.484, J-:,qleJ-:M=11.225,
32 . = B A=

i(“ﬂ.f - X )2 i(xa..a - Xe )2

@2) s3="— =0954, §j =+ - 0.997,
g L G5 g 2
> (%, —xc) > (%5, = o)
= =1.114, 2 =& =0.954 .
(a.3) 8(x;—x) =18.358, Y i( xi) =28.124.

i=A,8,C.0 =A.000 5=1
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CAPITULD 20. ESTADISTICA NO PARAMETRICA 431

€s una region critica apropiada con probabilidad de error de tipo [ 1gual a « . dado que

. L (v ; ﬁ
P[%GJ=P Z( f HFLD) }ﬂ’;-u_u H.;] =,

i=1 le'.l}

Notese que. si la hipétesis nula es cierta. E[X, |=np, . i=1...k.y. por tanto. s¢ es-

pera que ¢l valor del estadistico /' sea pequeiio. De modo que si el valor del estadisti-
co [/ es suficientemente grande. parece razonable rechazar la hipotesis nula.

Suponga que cuatro partidos politicos. A, 8. C v ) concurren a unas clecciones
en una determinada poblacion v se desea contrastar, con un 93% de confianza, s1 los cuatro
partidos politicos tienen la misma proporcion de votantes en la poblacion. Para ello, se ha decidi-
do preguntar por su mtencion de voto a 1000 individuos de la poblacion seleccionados aleato-
namente v cuyas respuestas son mdependientes. Suponga que las respuestas de los 1000 mdivi-
duos son tales que 220 de ellos declaran que van a votar por el partido A, 260 se decantan por
el partido B . 270 lo hacen por el partido O v los 250 restantes eligen el partido 13

MNotese que las respoestas de los 1000 individuos son los resultados de 1000 pruebas mul-

tinomales de tamafio 4 del tpo 3 {.;I._H,ET,D} que pueden considerarse independientes v

tales que P(§A4})=p,. P({B})=p,. P({C})=pc ¥y P({D})=p,. Sise definen las varia-

-

bles aleatonas X,. X,, X, v [X,. que recogen el nimero de mdividuos de la muestra que
declaran que van a votar, respectivamente. por los partidos politicos 4. 8. C v [ entonces

(Y.X..X,) es MB(1000, p,, p,. p. ) ¥ se desea efectuar el contraste

YSUR. JO. S R |
o Py 4~Fﬂ 4515'.:' d.-ﬂ'.l_:- 1
H, H, falsa

de modo que puede utihizarse la region critica

o~
g
i
—
i
#
-
15
a
=
LT
R
5
o
=
-
I
T
Ko
I
[u—
fE
| )
W
P
B
=
ke
el
-

En la muestra observada se tiene que (x,.x,.x,.x,)=(220.260.270.250). de manera que el

. i\

valor del estadistico de contraste es u = Z \#,~250)
o 250

sultado del contraste es que no se recharza la hipotesis nula. Es decir, las respuestas observadas

no aportan evidencia suficiente para rechazar que los cuatro partidos politicos poseen la misma

proporcion de votantes en la poblacion.

=356 v.dado que ¥:,..=7815, ¢l re-
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SELTLRAt ] Sea v una vanable aleatoria que recoge el ttempo de residencia de un mmigrante
en determmada poblacion expresado en afios. Suponga que, a partir de una pequefia muestra
aleatoria de 10 mmigrantes, se ha observado la muestra siguiente

{x,...%,}:{3.554,6.2.56,58,6.1,49,48 5983},

Entonges, puede contrastarse, al 93% de confianza, si estas observaciones proceden de una dis-
tribucion normmal de media 3 v varianza umitaria empleando el fest de Kolmogorov-Smunov. Se
desea efectuar el contraste

Hy: X es N(u=5.0"=1)
H, H, falsa

Y una regiom critica apropiada para efectuar el contraste anterior con un 93% de confianza
viene dada por

C: {I: RN ]/If-'m = nn;i:s: {|Fm (t)-F, (1 )” =D oo }

i o E R » [ t=5
donde F (¢} es la funcion de distribucion empirica de la muestray F (1) =N, [TJ] . Los

valores de ambas funciones de distribucion se recogen en la siguiente tabla. Dado que inter-
esa evaluar el maximo de la diferencia entre ambas funciones de distribucion, conviene eva-

luar |Fm (£)—F, (1 ]| para cada uno de los valores de la muestra. pero también es interesante
evaluar | Fo(t)-F,(¢ *]| siendo 1* el valor de la muestra inmediatamente posterior a otro ¢,
Motese que en cada mtervalo [L:*} delimido por dos valores muestrales consecutivos, la funcion
de distribucion muestral &, permancce constante, mientras que la tuneion de distribueion espe-
cilicada en la hipotesis nula crece desde F| [r} hasta F, {:‘*}. Asi pues, la diferencia maxima
entre ambas funciones en cada intervalo [£,¢%) sera |Fm{r}—Fn(r]| . 0 bien, |F]n(!]—ﬂ [r*]|.

Para valores ¢ infeniores al minimo muestral. la diferencia maxima es F ( rm)

! ‘E;u-('r) ‘F:J(I) |F|+:(I)_PI‘:I{I)| |F;u{r)_Fﬁ(I*)|

Xy = 25 0.1 0.0668 0.0332 0.3207
Xy = 4.8 0.2 0.4207 (00,2207 02602
Xiyy = 4.9 03 04602 01602 03554
Xy = >4 0.4 0.6354 (0.2554 0.3257
Xigy = 3.6 0.5 0.7257 0.2257 0.2881]
X6 =38 0.6 0.78%81 0. 1881 0.2159
Xi7) =39 0.7 08139 01159 (1643
Xig) = b1 0.8 0.8643 0.0643 (10849
X(s) =6.2 0.9 (0. 8844 00131 0.0995
Xy = 8.3 ] (9995 00005 —
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20.3 OTROS CONTRASTES NO PARAMETRICOS

En este epigrale podria recogerse una amplia variedad de contrasies no paramétricos.
Por gjemplo. para contrastar la aleatoriedad de una muestra, el fess de rachas de Wald-
Wollowilz —apto para caracteristicas poblacionales dicotomicas o magnitudes cuyos
valores puedan agruparse en dos categorias, por ¢jemplo. a un lado v a otro de la me-
diana muestral— o también el contrasie del cuadrado medio de diferencias sucesivas
—mas apropiado en el caso de datos cuantitativos— constituven pruebas adecuadas
(Ruiz-Mava v Martin, 1995:623-630; Casas, 1996:549-567). Pero sdlo se exponen algu-
nos fests de localizacion, cuvo objetivo es contrastar una hipotesis referente al valor de
alguna medida de posicion, asi como otros contrastes de comparacion de poblaciones.
Para una distribucion poblacional continua, puede formularse un contraste unilate-
ral o bilateral sobre cualquier cuantil & v utilizar el denominado test de signos. A
continuacion se expone el procedimiento del contraste de signos para la mediana. un
caso particular del contraste anterior”. Sea X una variable aleatoria continua con distri-

bucion desconocida v mediana Me,. también desconocida. Sea {X o X} una mues-
tra aleatoria de la variable aleatoria X" . Y suponga que se desea efectuar el contraste

H,:Me, =m,
H, Me, +m,

St se define la variable aleatona 5™ que recoge el nimero de observaciones muestrales
mayores quc m,, sc ticne que S cs H[H,E , 51 la hipotesis nula es cierta. Entonces.

una region critica apropiada con probabilidad de error de tipo / menor o igual que «
viene dada por

(“.‘j{xl,...,xﬂ Ak, WSTEE
|L 1

7 )

donde &, v & _ son valores enteros tales que

p

k= mcir{k IP(S” sk/Me, =m,)< %}

l

B mm{rs IP(S" = k/Me, =m,) = %} .

T

* 8i se supone ademas que la distribucién poblacional es simétrica, el contraste de rangos-signos de Wilcoxon constitu-
ve una prueba no paramétrica sebre la mediana que tiene en cuenta los signos —es decir, s1 los valores muestrales
son mayores o menores que el valor mediane especificado en la hipotesis nula— | y también la magnitud de las dife-
rencias entre los valores observados v la mediana (Siegel, 1978:99-108; Ruiz-Mava v Martin, 1995:637-640; Casas,
1996 582-590).
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CAPITULO 20. ESTADISTICA NO PARAMETRICA 451

(b) En el dltimo afio, se ha seleccionado una muestra aleatoria de 1200 clientes
y se ha encontrado ahora que los clientes han acudido al comercio como se
muestra a continuacion.

Mafana Tarde Moche
650 310 240

De acuerdo con estos datos y con un 95% de confianza, ;,qué conclusién
obtiene usted sobre la conviccion del gerente? Expligue por qué cambia la
conclusion a pesar de que las proporciones muestrales de clientes en cada
turno no hayan cambiado.

20.2. Suponga que una fabrica dispone de una maquina que va generando una tira
continua de plastico de forma ininterrumpida. Los técnicos de la fabrica desean
comprobar si la superficie de plastico generada por la maguina desde que em-
pieza la jornada hasta que aparece el primer fallo, en metros cuadrados, sigue
una distribucion exponencial. Para ello, han registrado esta superficie en 100
jornadas laborales seleccionadas aleatoriamente. Los resultados obtenidos son
los siguientes.

Superficies Frecuencia
(0.1 53
(12] 26
(2 3] 16
(3,0) 5

Sabiendo ademas que la media de las superficies registradas hasta que apare-
ce el primer fallo en las 100 jornadas fue de 2 metros cuadrados, ;que decision
estadistica adoptaria usted, al 95% de confianza, sobre la hipdtesis que desean
contrastar los técnicos?

20.3. Suponga que en un determinado pais, los miembros de un partido politico
asumen que la proporcion de votantes del partido, X, en una cualquiera de
las provincias en las que se celebran elecciones para el gobierno del estado

sigue una distribucién uniforme en el intervalo (0.3,0.4) . Suponga que, a partir

de una muestra aleatoria de 10 provincias en las que se han celebrado eleccio-

nes recientes, se han observado las proporciones de voto:
{!].336,(].328,D,BES,E,SEE,&34?,(1.354,[!.3?2,(1-31 9,0,393,3,324} .

De acuerdo con esta informacioén, contraste la hipétesis asumida por los miem-

bros del partido al 95% de confianza.

20.4. Suponga que en determinada negociacion sindical se asume que el salario
anual de un trabajador de una empresa, expresado en miles de euros, X, sigue
una distribucién normal. Para contrastar este supuesto, se ha seleccionado una
muestra aleatoria de 10 trabajadores y se han observado los salarios:

136,28,35,26,17,25,27,31,33,32} .
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Esta obra ofrece al estudiante de ciencias sociales unos conocimientos
suficientes para que, en el desempefio de su actividad profesional, sea capaz
de identificar qué problemas exigen el recurso a los métodos estadisticos.
Con este objeto, se introduce un conjunto de técnicas que le permitan afrontar
con éxito la resoluciéon de dichos prob|en‘1r::5 o, cuando menos, situarlo en
disposicion de abordar procedimientos estadisticos més complejos que puedan
resultarle Otiles. La obra estd elaborada a partir de la aceptacién de que
la estadistica debe impartirse con cardcter particular para la disciplina a la
que sirve de herramienta. Y asumiendo que el razonamiento estadistico debe
ser prioritario frente a la demostracién matemética, este libro pretende facilitar
al profesor de estadistica su tarea de ayudar a sus estudiantes a «entender
la légica estadistica» en lugar de dirigirse hacia la aplicacién «ciega»
de las técnicas estadisticas.
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Sus lineas de investigacién preferentes cubren aspectos metodolégicos relacionados con el analisis
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